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内 容 提要 


本 书 系统 地 介绍 抽象 代数 学 的 基本 概念 和 基础 知识 ， 共 七 
章 。 主 要 内 容 有 群 、 群 同 凑 与 商 群 ， 环 、 环 同 态 与 商 环 ; 域 与 域 
的 扩张 。 

本 韦 叙 述 深入浅出 ,文字 生动 活 滩 ,例题 充实 新 颖 有 典型 
狂 ， 推 理 自然 详尽 ， 重 点 突出 而 难点 分 散 ， 可 供 综合 性 大 学 或 师 
范 院 校 数 学 专业 作为 教材 ， 亦 可 供 从 事 初等 数学 教学 和 研究 工作 
的 教师 学 习 参 考 ， 也 可 以 作为 计算 机 科学 、 物 理学 、 生 物 学 和 化 
学 有 关 领 域 的 工作 人 员 的 代数 学 普及 读物 。 
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(一 ) 


古典 代数 学 以 研究 代数 方程 的 求解 为 中 心 ,其 历史 源远流长 . 

19 世 纪 初 ,年 肯 数 学 家 伽 岁 华 (Gaiois) 应 用 群 的 概念 对 高 次 
代数 方程 是 否 可 用 根 式 求解 问题 进行 了 透彻 研究 并 给 册 了 明确 回 
答 . 他 成 为 抽象 代数 学 新 思想 的 启蒙 者 

随后 ,这 种 把 代数 学 变 成 集合 论 的 .公理 化 的 科学 的 改造 不 断 
强化 ,产生 了 很 多 新 的 思想 、 新 的 方法 .新 的 观点 和 新 的 结果 . 

到 了 20 世纪 20 年 代 . 数 学 的 最 古 者 的 分 支 之 一 的 绕 数学 完 
成 了 一 次 根本 性 的 革命 . 它 的 标志 是 范 德 殉 尔 登 ( Van der Waer- 
den) 的 《近世 代数 学 ?一 书 的 出 版 .、 

时 至 今日 ,抽象 代数 学 已 经 碱 为 很 多 数学 分 支 中 最 常用 的 工 
上 ,空前 普及 ,以 至 近年 来 ,人 们 不 再 把 这 门 学 问 冠 之 以 “近世 ”、 
“抽象 "等 高 贵 头衔 ,而 朴素 地 称 它 为 《一 般 代数 学 }》《 基 础 代数 》， 
甚至 《代数 学 》 

我 们 把 这 本 书 仍 然 称 为 《抽象 代数 学 》 只 是 想 把 它 与 仅仅 讨论 
以 数 为 对 象 的 那 种 经 典 代数 学 加 以 区 别 . 

抽象 代数 学 是 古典 代数 学 发 展 的 质 的 飞跃 .学 好 本 课 穆 ,可 以 
对 初等 数学 中 很 多 容易 模糊 含混 的 问题 ,如 算 律 . 送 运算 、 多 项 式 
与 根 .天 式 分 解 等 在 公理 系统 中 得 以 明确 ， 

要 在 高 观点 之 下 认识 初等 代数 ,学 习 些 抽象 代数 知识 是 绝对 
必要 的 . 


近年 来 ,抽象 代数 学 本 身 仍 在 不 断 地 发 展 .一 方面 , 它 在 实际 
应 用 中 找到 了 用 武之 地 ,如 群 论 在 晶体 对 称 、 运 动 和 生物 学 中 的 应 
用 , 群 论 在 研究 物质 结构 模型 中 的 应 用 ,布尔 代数 、 泛 代数 和 代数 
编码 在 数理 逻辑 和 计算 机 科学 中 的 应 用 . 另 一 方面 ,代数 学 向 数学 
内 部 各 相 邻 分 支 扩展 `、 渗 透 ,使 同调 代数 、 李 群 与 李 代数 、 微 分 代 
数 、 范 团 论 ,学 群 理论 与 模 论 等 成 为 学 习 拓扑 学 、 泛 函 分 析 ,微分 方 
程 论 等 必 不 可 少 的 现代 准备 知识 . 

人 们 要 在 现代 数学 的 学 习 和 研究 中 有 所 发 展 , 也 需要 学 习 些 
抽象 代数 学 知识 和 思想 方法 . 

因此 ,本 书 可 以 作为 从 事 初 等 数学 教学 和 研究 工作 的 同志 的 
提高 书 ; 可 以 作为 要 进一步 学 习 代 数学 、 泛 函 分 析 、 拓 扑 学 和 微分 
方程 论 的 同志 的 代数 入 门 书 ; 它 也 可 以 作为 工作 在 计算 机 科学 、 物 
理学 .生物 学 和 化 学 有 关 领 域 的 同志 的 代数 学 普及 读物 . 

(一 ) 

抽象 代数 学 是 数学 中 最 适合 于 自学 的 学 科 之 一 .笔者 就 接触 
过 大 批 自学 抽象 代数 学 取得 成 功 的 中 学 数学 教师 .科技 工作 者 ,很 
多 人 并 没有 在 课堂 上 学 过 抽象 代数 课程 ,经 过 自学 钻研 ,现在 却 在 
讲坛 上 自如 地 讲授 “ 群 论 在 物理 中 的 应 用 "“ 群 论 在 化 学 中 的 应 
用 "工程 师 用 的 代数 学 " ,等 等 . 

本 课程 只 假定 读 省 学 过 中 学 代数 并 知道 一 点 炬 阵 运算 规则 ， 
此 外 不 要 求 任何 高 等 数学 内 容 全 为 准备 知识 .当然 ,学 过 解析 几何 
和 高 等 代数 的 读者 理解 本 课程 的 概念 会 快 些 ,但 没 学 过 这 类 课程 
的 同志 直接 攻读 抽象 代数 学 ,一 般 来 说 ,应 该 没有 原则 性 障 得 . 

学 好 本 课程 的 关键 在 于 对 “公理 化 方法 "实质 和 一 些 重要 抽象 
丢 念 的 理解 . 

初学 者 往往 被 代数 学 中 一 个 接 一 个 的 新 概念 所 困扰 , 难 理解 
又 容易 忘记 .这 实际 上 是 理解 的 深刻 程度 的 问题 ,只 要 读者 对 重要 
概念 多 花 些 工 夫 、 多 思考 、 多 琢磨 、 多 分 析 比 较 各 种 实例 ,最 后 能 达 
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到 用 和 白 已 的 习惯 语言 描述 这 些 概念 ,逐渐 就 能 运用 自如 ， 

整个 课本 中 ,抽象 概念 很 多 . 但 真正 重要 的 .具有 开创 意义 的 ， 
不 过 3、5 个 而 已, 只 要 把 这 儿 个 概念 理解 透彻 ,对 于 其 余 属 平行 下 
进 性 质 的 东西 就 不 需 每 个 都 花费 同样 大 的 气力 了 ， 

切忌 把 抽象 代数 学 单纯 作为 “知识 "来 学 ,平均 使 用 力量 ,每 个 
定义 都 能 背 下 来 ,但 没有 一 个 能 “ 悟 出 真 席 ”. 学 习 抽 象 代数 学 的 一 
个 重要 目的 是 提高 “抽象 思维 "能力. 


(三 ) 


本 书 共 分 七 章 .第 二 章 和 第 三 章 为 群 论 初步 ,第 四 章 介 绍 环 
论 ,第 七 章 讨论 域 的 扩张 理论 .其 余 三 章 是 准备 或 过 渡 或 处 理 专门 
问题 的 . 

第 二 章 和 第 三 章 在 本 书 中 地 位 显要 . 它 给 出 了 处 理 一 个 代数 
体系 的 “全 过 程 ”. 对 于 初学 者 来 说 ,每 个 想法 ,每 个 解决 办 法 都 是 
新 的 .所 说 的 初等 代数 到 近世 代数 的 “飞跃 ”, 即 从 研究 数 的 运算 到 
研究 抽象 代数 系统 的 结构 之 “飞跃 " ,就 在 这 里 完成 . 

处 理 其 他 代数 系统 的 问题 ,虽然 各 有 各 的 特点 和 侧重 面 ,但 群 
论 中 的 思想 方法 对 所 有 代数 体系 的 研究 都 有 指导 意义 . 

关于 本 书 中 主要 概念 的 重要 程度 .中心 内 容 的 依赖 关系 、 对 读 
者 科学 地 分 配 学 时 的 建议 可 分 别 见 附 表 1 和 目录 . 


{四 } 


现 将 本 书 编写 过 程 中 的 一 些 想法 和 做 法 说 明 一 下 . 

(1) 课程 的 具体 内 容 分 为 四 级 ,最 重要 的 结果 称 为 定理 ,次 之 
者 称 为 命题 ,为 配合 理解 定义 ,定理 和 命题 而 举 的 例 是 经 过 选择 而 
有 代表 意义 的 ,读者 应 漠 懂 它们 所 能 说 明 的 问题 .每 节 所 穿插 的 例 
题 不 要 求 读者 一 定 记 住 .通常 ,例题 中 所 用 的 解 题 方法 属 典 型 技巧 
而 且 思 路 比较 明确 ,值得 借鉴 . 

(2) 书 中 效用 了 不 很 明确 的 语言 ,分 别 加 上 了 引号 ,如 “ 拼 
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次 "缩影 "等 ,读者 能 大 致 体会 出 意思 就 可 以 了 . 

(3) 在 定理 和 命题 的 证 明 中 有 了 时 夹杂 着 一 些 猜 测 和 分 析 性 的 
语 育 , 这 样 易 于 理解 证 明 的 思路 ,但 不 太 整 齐 规范 .有 了 时 在 证 明之 
前 把 分 析 想 法 单列 出 来 ,证 明 就 显得 干净 利落 些 , 读者 微 习题 时 应 
采取 后 面 的 办 法 ,分 析 部 分 可 以 不 写 出 来 . 

《4) 在 定理 和 命题 的 证 明 中 ,如 果 多 说 几 句 话 就 可 直接 证 明 
的 事情 ,一 般 就 不 一 定 引 用 前 面 基 章 某 节 某 定理 ,因为 许多 读者 时 
间 分 散 , 学 后 面 内 容 时 对 前 面 很久 以 前 读 过 的 内 容 可 能 已 有 些 遗 
忘 ,要 求 不 断 地 翻 回去 重 看 ,思想 上 会 产生 压力 

(5) 对 于 抽象 代数 学 中 最 重要 的 概念 和 思想 方法 ,采取 难点 
分 散 、 和 逐渐 加 深 理 解 的 方法 ,每 次 遇 到 都 认真 对 待 .如 ,等 价 关 系 、 
商 集 、 陪 集 、 商 群 、 剩 余 环 这 一 个 系列 ;又 如 , 子 集 生成 的 于 群 、 子 
环 、 理 想 、 子 域 这 一 个 系列 ,等 等 . 

(6) 凡是 没有 列 人 书后 索引 的 术语 ,读者 可 按 各 种 汉语 词典 
的 解释 加 以 理解 ,如 “组 成 " “充分 必要 条 件 *“ 黎 涵 "“ 程 序 " ,等 
等 . 

《7) 每 节 所 附 的 习题 并 不 是 按 难 易 程 度 决定 其 前 后 顺序 .前 

面 的 习题 没 做 出 来 时 ,可 以 放 一 放 , 经 过 一 段 时 间 学 习 与 复习 后 再 
佑 ,对 读者 仍然 有 好 处 . 
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160 
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* 418 
”426 
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”483 
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第 一 章 集合、 映射 和 关系 


本 课程 经 对 多 种 多 样 的 代数 体系 进行 分 析 、 比 较 、 归 纳 、 概 括 ， 
从 理论 上 加 以 抽象 化 公理 化 , 缘 景 十 分 广泛 .笼统 说 来 ,代数 体系 
是 一 些 有 代数 运算 的 集合 .所 以 ,我 们 首先 要 熟悉 集合 论 中 的 基本 
概念 、 符 号 和 思维 方法 . 

这 一 章 是 抽象 代数 学 的 基础 ,也 差不多 是 所 有 现代 数学 分 支 
的 基础 . 

为 使 自学 者 不 过 多 依赖 其 他 参考 书 ,使 本 书 基 本 上 自 成 体系 ， 
这 里 可 以 说 是 从 头 讲 起 . 

对 集合 和 了 映射 概念 比较 熟悉 的 读者 可 对 照例 题 检查 一 下 自己 
原 有 的 理解 是 否 正确 . 初学 者 则 必须 认真 地 养 民 定义 中 每 一 个 字 
的 含义 , 摘 清 楚 定 理 证 明和 习题 中 每 一 步 推理 的 根据 . 

第 三 节 中 ,等 价 关系 与 分 类 、 商 集 与 自然 映射 都 是 本 书 中 经 常 
用 到 的 ,而 且 要 不 断 深化 的 概念 , 污 者 必须 很 好 地 掌握 . 


$1 集 合 - 


在 中 学 阶段 ,大 家 已 经 反复 使 用 诸如 集合 元素 等 概念 . 每 一 
组 对 象 的 全 体形 成 一 个 集合 ,集合 里 的 各 个 对 象 叫 做 这 个 集合 的 
元 素 . 

本 书 用 大 写 英文 字母 A,B,C,… 民 表 集 合 ,用 小 写 英文 字母 
ab,c,… 表 示 元 素 . 

例如 ,这 里 有 某 青 年 小 组 名 单 如 下 


张 奋 学 ,22 岁 , 男 , 拟 考 抽 象 代数 学 ; 
王 趾 ,26 岁 , 男 , 拟 考 英语 ; 
李 立 ,22 岁 , 女 , 拟 考 政治 经 济 学 
张 自 强 ,29 岁 , 男 , 拟 考 英语 ; 
王 群 ,22 岁 , 女 , 拟 考 英语 
那么 ,本 组 王 姓 青年 的 集合 是 
{ 正 患 , 王 群 | 
该 组 人 员 年 龄 组 成 的 集合 是 
122 岁 ,29 岁 ,26 岁 |; 
他 们 中 男 青年 拟 考 课程 的 集合 为 
{抽象 代数 学 ,英语 }. 
用 工 代表 所 有 整数 形成 的 集合 ;用 及 代表 所 有 实数 形成 的 集 
合 ; 用 C 代表 所 有 复数 形成 的 集合 . 
4a 外 表示 a 是 集合 A 的 一 个 元 素 , 也 说 是 u 属于 4，A4 含 
有 a ,如果 a 不 是 A 的 元 素 , 则 记 为 所 4A ,也 说 是 a 不 在 A 里 ,4 
不 会 a. 
定义 1 集合 A 和 B 是 相等 的 ( 记 为 A= 8B) 当 且 仅 当 A 的 
每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 且 B 的 每 个 元 素 都 是 A 的 元 素 . 
由 此 定义 知道 ,如果 要 列举 出 一 个 集合 的 所 有 元 素 ,那么 列举 
的 顺序 是 无 关 紧 要 的 .例如 
122 岁 ,29 岁 ,26 岁 | 二 129 岁 ,26 岁 ,22 岁 }， 
! 春 , 夏 , 秋 , 冬 | = | 秋 , 春 , 冬 , 夏 上 
在 一 个 无 穷 集合 中 列举 其 元 素 的 方法 更 可 用 很 多 不 同方 式 , 例如 
12,4,6,…,1,2,3,.…} 
={…,6,4,2,1,3,5,:-| 
= {1,2,3,4,…|. ， 
今后 ,我 们 最 常用 的 确定 一 个 集合 的 方法 是 所 谓 描述 方法 , 即 
用 数学 表达 式 给 出 该 集合 元 素 的 性 质 .例如 ,整数 72 的 所 有 因数 
的 集合 
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| 士 72, 士 36, 士 18, 土 24, 士 12, 寺 6, 十 4, 土 3, 士 2, 土 1, 士 8. 土 外 
可 记 为 
faElla 整除 7245 
对 于 取 定 坐标 系 的 平面 Rs 上 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 所 有 点 所 
形成 的 集合 可 记 为 
{x ,WER Iz +y =1); 

而 位 于 该 单位 图 以 外 同时 义 在 以 原点 为 中 心 半径 为 2 的 圆 内 的 所 
有 点 构成 的 集合 是 

(ry ER ty >1H r+y <4 
土 述 两 圆 给 定 后 ,在 小 圆 内 的 所 有 点 和 在 大 出 外 的 所 有 点 一 起 形 
成 的 集合 是 

(zr)ERIr +y<1 或 者 z+y>4}. 

在 人 类 文明 史上 ,数字 0 的 使 用 是 件 很 了 不 起 的 大 事 , 对 数学 
发 展 有 重要 作用 .同样 ,为 了 方便 起 见 , 我 们 把 不 含 任何 元 素 的 集 
合 称 为 空 集 , 它 在 集合 论 中 也 是 有 重要 作用 的 , 记 为 作 . 例 如 

jzERI2z +1=0|=@, {zr€EN3z=5)=@. 
又 如 ,前 面 提 到 的 青年 小 组 中 20 岁 以 下 青年 的 集合 是 空 集 . 

定义 2 没 A,B 都 是 集合 .说 集合 A 是 集合 B 的 子 集合 , 当 而 
且 仅 当 4 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 . 换 句 话说 ,A 是 日 的 子 集合 当 
而 且 仅 当 zxEG 4 蕴涵 着 EB. 当 A 是 电 的 子 集合 时 , 记 做 ASEB, 也 
说 是 4 属于 卫 或 日 包 含 4. 符 号 A 入 B 表示 A 不 是 日 的 子 集 ， 

如 果 A 刁 B, 但 A 矢 有, 即 有 月 的 元 素 不 属于 A, 则 说 内 是 用 
的 真子 集 , 记 为 ACB. 

因为 空 集 弛 不 含 任何 元 素 , 说 “人 的 每 个 元 素 都 具有 某 某 
性 质 " 这 和 句 话 ,从 形式 逻辑 上 看 ,在 数学 中 不 会 引起 矛盾 .于 是 ,我 
们 可 以 说 “人 的 插 意 元 素 都 能 被 2 整除 " ,也 可 以 说 “人 的 每 个 元 素 
都 不 能 被 2 整除 "或 “人 中 的 每 个 元 素 都 是 要 考 抽象 代数 学 的 青年 
人 "等 等 .于 是 ,我 们 可 以 约定 ,对 任意 集合 A ,都 有 CEA. 

任意 集合 入, 车 4 天 你 , 则 说 A 是 非 空 集合 或 A 非 空 .由 于 
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SEA 永远 成 立 , 当 A 非 空 时 ,就 有 CC 一 4， 

例题 1 给 出 集合 |1 ,2,3} 所 有 子 集 所 形成 的 集合 . 

首先 要 提醒 读者 ,(O 是 这 个 集合 的 一 个 子 集 , 它 不 含 和 任何 元 素 
并 不 意味 着 可 写 可 不 写 . 

其 次 ,要 知道 A 也 是 自己 的 一 个 子 集 . 

还 有 , 子 集 |1,21 和 子 集 和 ,1 是 一 回 事 ， 不 要 重复 开 列 ， 

最 后 ,要 注意 此 题 答案 是 唯一 确定 的 ,但 开 列 元 素 的 厌 座 可 以 
不 同 ,下 阿 给 出 一 种 写法 : a 

{G10 ,124,434,01,24,11,31,12,34,11,3,31}. 1 

这 里 容易 犯 的 错误 是 把 某 个 数字 看 成 是 子 集 , 我 们 说 ,? 是 
11,2,31 的 -个 元 案 , 而 2 这 一 个 数字 所 构成 的 集合 124 是 |4,2 引 
的 一 个 子 集 . 

定义 3 集合 A 的 所 有 子 集 所 形成 的 集合 称 为 4 的 露 集 . 

定义 4 由 任意 集合 4 ,日 决定 一 个 集合 

ixzlzE4 或 者 zxE 卫 |， 
称 为 A 和 日 的 并 集 , 记 为 AUB. 

这 个 定义 中 “或 者 "二 字 是 关键 词 , 它 是 说 只 要 x 属于 A,8B 
之 一 , 它 就 算 AUB 的 元 素 , 即 <EA 蕴涵 xEAUB, 而 = 扣 
亦 列 涵 xzEAUB, z 同时 属于 A 和 忆 时 ,也 重合 x€E AUB. 

例如 ， 

11,2,31U12,3,4,5}=|1,2,3,4,5}, 
fz&Ilz 整除 BUt{rEllz 整除 121 
=1-12,-8,—6,—4, -2,—1,1,2,3, —3,4, 
6,8,121, 
{Cz,9) ER Nz ty CHU ER Nr +y >4 
=1(z,9)ER|z: +y <1 或 者 z+y>4}. 
… 定义 和 “出 叙 意 集合 4 ,日 可 决定 一 集合 
{zlr€EA 闻 时 zxEB|， 
称 为 A 和 B 的 交集 , 记 为 A 门 B. 
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这 个 定义 中 的 关键 词 是 “同时 ”二 字 , 它 表示 .rz 既 属 于 4 又 属 
于 B, 两 件 事 同 时 成 立 , 人 们 也 用 “并 且 ”", “而 且 " 等 表示 这 种 情形 . 
例如 ， 

11,2,3; 站 {2,3,4,5} = 12,31. 
izEIl.z 整除 81 门 1zE1ix 整除 121 
={-4,-2, ~1,1,2,4}. 

Hr WER Nr +t ylN (zr YER r+ ye4i 
=|(x,y) EERIE +y 4). 

例题 2 如 果 A,B 和 C 都 是 某 集 合 的 于 集合 .证 明 : 

(ANBIUC= (AUONGBUCY. 

分 析 ”我们 要 证 明 上 式 左 端 集 合 的 每 个 元 素 都 是 右 端 那个 集 
侣 的 元 素 , 钵 时 右 端 集合 的 每 一 个 元 素 都 是 左 端 那个 集合 的 元 素 - 

还 有 , 当 已 知 x 有 某 些 性 质 ,要 证 xzEXUY 时 ,如 果 .rE ， 
当然 EXU YY; 如果“ 所 了 ,我 们 就 要 正明 必 有 x 所 羡 . 因 为 "如 
果 z 和 所 立 ,当然 zE 和 XU 了 "一 句 话 恒 对 ,从 而 不 必 每 次 都 提起 拖 
述 一 遍 , 而 直接 从 “如 果 r 千 ,……" 人 手 验 证 . 

证 明 ”对 每 个 xE(A 站 8B)UC, 由 并 集 的 定义 知 zE ANB 
或 者 EC. 

当 zEC 时 ,z 当然 属于 AUC, 间 时 ,也 当然 属于 BUC, 即 

xEAUCHxrEBUC. 

按 交 集 的 定义 ,TE (AUCN(BUC). 

当 zEANB 时, 即 xwEA 并 匡 zEB. 所 以 ,xzEAUC 并 且 
XEBUC. 由 交集 定义 , 知 zE (AUC)N(BUC). 

总 之 ,TE(ANB)UC 则 必 有 xzECAUC)N(BUC). 

反之 ,对 任意 x€E(AUC)N(BUC), 如 果 z 告 C, 由 于 之 €€ 
AUC 上 且 zEBUC 可 推出 rE A 且 .r€E B, 也 就 是 rEANB. 

这 就 证 明了 xE(AUB)N(BUC), 则 zrE(ANB)YUC. 1 

例题 3 问 对 于 集合 的 交集 和 并 集 是 否 有 如 下 的 规律 :对 任 
意 集合 A,B 和 C 都 有 (ANE)UC=ANCBUC). 


> 


分 析 ”要 否定 一 个 对 “任意 ”4 ,B 和 C 都 成 立 的 命题 ,我 们 只 
要 能 找到 一 组 确定 的 4,B,C 使 上 式 不 能 成 立即 可 ,不 必 泛 泛 讲 
很 多 不 能 成 立 的 理由 .所 选 的 反例 越 简 单 越 好 . 
解 ” 此 命题 不 能 对 任意 集合 恒 成 立 . 令 
A=@,， B=N},， C={1}, 
则 ANB=@G, (ANB)UC={11, 而 BUC={1}, AN(BUC)=G. 
关于 集合 的 并 集 和 交集 有 很 多 计算 规律 ,本 课程 不 要 求 更 多 
地 记 住 它们 :本 节 所 列 的 习题 供 刚 开 始 接触 这 些 内 容 的 读者 加 深 
对 概念 的 理解 用 .今后 直接 引用 的 只 有 下 列 几 条 几乎 可 说 是 不 证 
自明 的 规律 , 即 对 任意 集合 4 ,也 和 C， 
ANB=BNA, AUB=BUA, 
CANBINC=AN(BNC), AU(BUC=(AUBIUC. 
今后 ,我 们 要 经 常 处 理 若干 个 集合 的 交集 和 并 此 的 问题 . 这 是 
两 个 集合 情形 的 推广 . 
设 是 一 个 非 空 集合 (可 以 有 无 限 多 个 元 素 ), 每 个 jEJ 对 
应 集合 S 的 一 个 于 集 A,, 则 通常 说 
[Aj;|AES, jE 
是 S 的 一 个 以 /标号 的 于 集 族 ,J 称 为 指标 集 . 
定义 6 设 [A]A 丑 S, jE€ 咱 是 S 的 一 个 子 集 族 , 集 合 
tizES| 对 任意 jEJ 都 有 zE 4 
称 为 是 这 个 于 集 族 的 交集 ,而 集合 
"1zE SI 有 某 个 jEJ 使 得 x€A,} 
称 为 是 该 子 集 族 的 并 集 ， 分 别 记 成 QA 和 HA. 
换言之 ， Qs 是 由 S 中 属于 每 个 A 的 元 素 形成 的 集合 :UA 
是 5S 中 至 少 属于 某 一 个 A 的 那些 元 素 形成 的 集合 . 
例题 4 证 明 : 当 了 = 和 2;3| 时 ,Ap = (4.11 A ) NA,. 
证 明 车 zE DA, 则 xE hi, xE A 而且 xzEAs, 从 而 
<E AA 同时 2EAs, 进 而 z€(A1NAz)NAs. 
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反之 ,着 zE(4Imnai)m4a:, 则 zE4i 站 As 上 < 二 人 Ai 而 
zE 必 门 A; 又 意味 着 x A, 同时 <E A: ,总 起 来 郑 有 工 EA， 
wEA:, 朋 GEA:, 即 

TE 人 ,4 I 

有 时 ,一 个 集合 的 子 集 族 不 用 标号 形式 给 出 ,而 是 措 述 形式 ， 

如 

141lAES, AzO} 
帮 去 示 是 S 的 所 有 非 空子 集 形成 的 族 . 同样 可 把 属于 该 族 每 个 子 
集 的 元 素 形成 的 集合 叫做 这 族 子 集 的 交集 ,并 可 相应 地 定义 其 并 
集 .此 时 ,可 把 描述 条 件 记 在 符号 门 或 UU 的 下 边 . 

例题 5 设 A,B 是 集合 S 的 子 集 ,它们 确定 了 S 的 一 个 子 
集 族 

3= {XIXES, ACSX BBEXI. 
证 明 :; =AUB. 

证 明 对 任意 XE3, 由 AX, BEX 知 4AUBSX, 即 AU 

B 的 任意 元 zx 都 属于 每 一 个 丸 E ,从 而 7 各 内 入, 即 


4UBSE 站 


ACX AEX ~ 


另 一 -方面 ,AUB 也 满足 儿 中 的 描述 条 件 , 即 AUBEGS 车 
< 内 民 , 风 对 任意 XEF 都 有 xzEX, 当 然 应 有 xEAUB. 旧 


例题 6 设 4 是 集合 S 的 子 集 . 间 , 是 否 必 有 AC 站 


cc 
解 此 断言 不 恒 对 .例如 取 S=R, A=10}, 多 = 1X14CX 
CS 有 则 
NY X=i0l=4. 
acxcs 


这 是 因为 对 任意 < 所 R，a 天 0, 都 有 
4c|o 和 |cs， 
即 10,aj241E 匀 但 a 科 10,a124, 从 而 


a 
此 事 说 明 族 多 的 交集 只 含 一 个 元 素 0. A 不 是 它 的 真子 集 . 1 
定义 7 设 A 和 SSB, 那么 ,集合 
lrix€EB 人 zr Al 
称 之 为 A 在 B 中 的 余 集 , 记 为 B 一 A. 
例如 {1,2,3,4.5} 一 11,3,5i= 2,4}. 
区 如 
RHCry ER +y l= {ry ER zr +y >1|. 
例题 7 设 S 是 个 非 空 集合 , 依 是 它 的 塞 集 . 证明 :对 任意 
4, 且 ,CE 史 重 将 
t(4UB)-(4nB)IUCE-LCAUB)-(4DnBIImCl 
={AU[(BUC)-(BNC) -1ANC(BUC) ~ (BNO). 
分 析 ”这 个 等 式 表面 + 比较 复杂 ,但 仔细 观察 一 下 ,多 次 出 现 
的 乃 是 两 个 集合 交集 在 它 
们 的 并 集中 的 余 集 ,这 种 事 


(2 实用 示意 图 面 出 来 ,是 相当 
直观 的 . 
~ 证 阴 设 4,B,C 如 
\) IC 图 1 一 1. 这 个 图 形 由 七 部 分 
组 成 ; 
7 号 区 域 :ANBNC， 
4 号 区 域 :A 门 B -AN 
图 1 BNE, 
5 号 区 域 :BTC-AnBnc， 
6 号 区 域 :AnC-AmBSmc， 
1 号 区 域 :A 去掉 4 号 .6 号 和 7 号 区 域 ， 
2 号 区 域 :日 去 掉 4 号 .5 号 和 7 号 区 域 。 
3 号 区 域 :C 去 掉 5 号 .6 号 和 7 号 区 域 . 


所 以 ,我 们 有 (以 下 数字 1,2,…,7 分 别 表示 第 1、 第 2…'… 第 7 号 
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区 域 ) 

[(AUB)-(ANMB)IUC 
=[(IU2U4U5U6U7)-(4U7)]U3U5U6U7 
=1U2U5U6U3U7Y, 

(AUB)- CANBYIINMNC 
=(1U2UsUeN (3U5U6U7) 
=5U6, 

AU[(BUC) -BN Cc) 
=(IU4U6U7)ULC2U3U4USU6U7)- (0795)] 
=(tLU4U6U7)ULzU3U4U6)》 
=LU2U3U4U6U7， 

maUCy-(CBPmnc)] 
=(U4U6U7)m(2U3U4U6) 
=4U6. 

于 是 ,可 以 看 出 ,(2) 在 (1) 中 的 余 集 是 1U2U3U7; 
而 (4) 在 (3) 中 的 余 集 也 是 1L2U3U7, 命 题 得 汪 . 
这 个 例子 在 第 二 章 和 第 四 章 还 会 出现 . 


习题 一 
1. 用 描述 方式 写 出 下 列 集合 : 
{a) | 


{b) 2 月 1 日 3 月 1 日 4 月 1 日 上 

{0) 1112,213,314,415,!; 

{qd) 13,1,4,5,9). 

2. 将 下 列 集 合用 列举 元 家 方法 写 出 来 : 

(a) {zlxEL xr-0: 

(b) {zEIll<z<48 且 xz 为 宗 数 | 

{c) 【xy) 为 坐标 平面 上 的 点 |y=2z 且 z? + y=54; 
(d) lzERIz>0 且 并 为 真 分 数 | 

《e) 1z 代表 月 份 1z 不 是 有 30 天 的 昼 份 1 

(DD” fnEI 有 正 整 数 mr 使 得 n+ 上 =4m 县 #7 一 2 ++ 自 ， 


(1) 


(2) 


3， 用 4,B,C 找 表 二 角形 三 个 边 上 点 分 别 形成 的 集合 ,a,6b 和 。 代表 
该 三 角形 的 三 个 项 点 . 试 给 出 ANB,AN8NC,AUBUC. 

4. 设 和 AA,B 和 蕊 都 是 集合 S 的 子 集 .证 明 : 若 4SB,BSC 有 CSA， 
则 


A=B=C. 
5， 设 A&B, BNC=@. 如 果 AUC=BUC, 则 必 有 有 A4=8. 
6 设 T = 一 (xn 一 2) ,0 有 2 一 上,n|,， ==1,2,…. 求 


No 
7. 利用 几 1- 上 ,证 明 : 对 任意 4 ,日 ,CE 总 全 有 
4niC3UcC)-SncD=tanB)U4nC -ANBNC). 


$2 笠 卡 尔 积 和 关系 


在 平面 解析 几何 中 ,建立 笛 卡 尔 坐 标 系 ,使 平面 上 每 个 点 都 对 
应 一 对 实数 ,把 几何 图 形 与 数量 联系 起 来 , 即 可 用 代数 方法 处 理 几 
何 问题 .这 样 ,几何 学 可 利用 代数 学 的 丰富 成 果 , 面 许多 代数 问题 
也 因 有 了 几何 的 讨论 才 获 得 明确 的 解答 . 

我 们 把 这 种 “从 实数 到 实数 对 "的 构造 方法 推广 到 更 一 般 情 
形 . 

定义 1 对 任意 集合 4 和 五 ,集合 

AxB= l(a,6)la€E A,SEBI 
称 为 是 A,B 的 向 卡尔 积 , 其 中 
(as6)= (a1,b), aa 各 Ai bb EB 

当 而 且 仅 当 a=@i, 5=6b,. 

从 定义 中 可 以 看 出 ,AXB 和 Bx A, 在 4,B 不 同时 ,是 两 个 
不 同 的 集合 .对 于 同一 个 集 4A，A x A 中 的 元 素 (al ,a;) 也 不 能 将 
ai 和 az 随便 十 倒 顺序 . 

例如 ,车 A=11,2}, B=13,4,5) , 则 

AXB={(1,3),01,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}, 
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BxXA={{(3,1),(3,2),64,1),(4,2),(5,1),(5,2)}. 
叉 如 ,在 -一 个 有 31 排 座 位 ,每 排 6 个 麻 席 的 飞机 座舱 中 ,其 座 
席 昼 可 约定 省 去 " 排 "“ 号 "等 字样 , 票 上 按 顺 序 只 打 "* 排 序 "“ 座 
序 ”, 即 用 下 面 集合 的 元 素 标明 : 
{12， ,31 x 1A,B,C,D,E,R 
=|{1,A),(1,B),.…, (31,F)}. 
而 火车 硬 席 卧铺 车 中 ,用 以 标明 铺位 的 集合 可 为 
{1,2,…,204x | 下 ,中 ,上 
=4(1, 上 ),(1, 中 ),…, (20, 下}. 
电影 院 有 40 排 座 ,每 排 40 个 座位 ,如 果 规 定 (23,4) 是 排序 在 
第 一 位 置 上 , 座 号 在 第 二 位 置 上 , 则 你 不 能 坐 到 4 排 23 号 位 上 ,这 
是 两 个 不 同 的 位 置 . 
再 如 ,在 实 平面 上 取 定 坐标 系 后 , 若 
A=!~1,1},， B=|1,2}, 
则 AXB 乃 是 图 1~2 上 的 点 集 ,而 图 1 一 3 上 的 点 集 对 应 Bx A. 


了 


鸭 
已 


SQ 
Ee 

' 

" 


图 1 -2 图 1 -3 
由 于 空 集 他 不 含 任何 元 素 . 故 对 任意 集合 A 而 言 , A x 信和 
他 XA 也 不 含 任何 元 素 , 即 
AxC=DxA=G. 
因为 大 家 对 于 实数 的 笛 卡 尔 积 已 经 在 解析 儿 何 、 线 性 代数 及 
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普通 物理 中 遇 到 过 ,现在 接受 上 述 定义 应该 是 不 困难 的 ,这 里 就 不 
再 多 说 了 .但 是 ,下 面 要 给 出 的 “关系 "这 个 概念 ,对 相当 多 的 读者 
来 说 ,是 隔 生 的 ,同时 也 是 必须 深入 理解 的 ， 

定义 2 设 A 和 B 都 是 集合 . 竹 取 千 卡 尔 积 和 AX8B 的 一 个 子 
集 民 ,我 们 都 说 确定 了 A 和 8 的 一 个 关系 尺 .对 任意 a€A, bE 
如 ,如 果 (a ,5)ER, 则 说 4 与 5 有 下 关系 , 记 为 aR6b; 如 (a ,5) 攻 
民 , 则 说 a 与 5 没有 R 关系 . 

例 1 设 A=|1,2,3,4|, B=12,3,4,5,6} .车 

R=|(2,2),(3,3),(4,4)!, 

即 2Ri2,3R,3,4RI4, 这 实际 就 是 大 家 早已 熟悉 的 整数 的 相等 关 
系 . 也 就 是 说 A 中 元 案 a 和 B 中 元 案 b 有 RR) 关系 当 出 第 仅 当 
a b. 

如 果 ， 

R2= {1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6),(2,3), (2,4), 

(2,5),(2,6),(3,4), (3,5), (3,6),(4,5), (4,6)}, 

即 1R2,1R,3,…,4R26. 仔细 分 析 一 下 , 即 知 A 中 元 素 a 与 B 中 
元 素 8 有 尺 : 关系 当 而 且 仅 当 , 作 为 整数 ,a 小 于 5 , 即 a<b. 

同 理 , 取 

Rs=1(3,2),(4,2),(4,3)}, 

那么 和 aRsb 当 杀 县 仅 当 e > 

而 取 R= 和 (1,2),(2,4),(3,6)} 时 ,容易 看 出 ,aRs6 充分 必 
要 条 件 是 2a = 5. 

从 此 例 可 以 看 出 ,这 里 给 出 的 “关系 ”的 定义 是 符合 人 们 习惯 
的 ,是 有 背景 的 - 

例 2 设 A 为 20 岁 以 上 中 国 公民 形成 的 集合 ,B 是 我 国 29 
个 省 市 形成 的 集合 , 则 

R=i(az)EAxB5la 在 rz 逗留 过 48 小 时 以 上 | 
是 入 与 如 的 一 个 关系 . 
了 2 


例 3 实 平面 RxR 中 ,图 
1 一 4 内 两 个 圆周 上 的 所 有 点 形成 四 | 
的 集合 记 为 5, 则 对 任意 实数 
Zz,y， zsy 即 (zy)ES 的 充分 必 
朗 条 件 是 x* + y=1 或 者 一 ‘ 

Cr- +ty1. 

注意 ,这 个 定义 中 ,A x*B 的 
子 集 R 皮 定 后 , A x B 的 每 个 元 
素 是 否 属 丁 R 就 是 完全 确定 的 ， 
任意 (a,5)ER 或 (a,5)&RR 必 狠 1-4 
居 其 一 ,也 就 是 说 a 和 有 RR 关系 或 没有 R 关系 是 完全 确定 的 事 
情 ， 

生活 中 或 其 他 学 科 中 有 些 不 明确 的 说 法 ,在 完成 数学 上 的 精 
确 化 之 前 ,不 能 认为 是 符合 我 们 的 "关系 "定义 的 . 

例如 , 设 A= ji 王 四 , 李 乙 , 赵 两 |, B= } 数 学 分 析 ,线性 代数 ， 
抽象 代数 学 ,统计 数学 1. 如 果 用 如 下 的 性 质 确定 A x B 的 子 集 : 

a€ A, bEB, a 较 好 地 掌握 了 5 知识 ， 

事情 是 很 难 办 的 ,因为 "很 好 " "“ 较 好 " “掌握 "等 概念 不 明确 ,你 无 
法 确定 每 个 (a ,5) 是 否 满 足 要 求 , 也 就 是 说 这 不 是 个 确定 的 子 集 . 

只 要 明确 定义 "所谓 较 好 掌 担 该 知识 是 指 经 过 省 级 考试 ,成 绩 
达到 …… 或 在 本 领域 实践 中 取得 …… 等 级 成 果 者 ”, 此 时 

R=|(z,5)1(a ,5)E€ A x5B,a 较 好 掌握 的 知识 } 

才 是 A xB 的 一 个 字 集 ,从 而 确立 了 A 与 B 之 间 的 一 个 关系 . 

在 数学 的 各 个 分 支 中 最 常用 到 的 是 例 3 中 那 种 A=B 的 情 
形 ,此 时 AxA 的 一 个 子 集 RR 确定 A 和 A 的 一 个 关系 ,就 可 以 简 
单 说 是 确定 A 的 -个 关系 . 具体 说 来 ,对 任意 a,5EA, 说 a 和 
有 民 关 系 , 当 而 且 仅 当 (a ,4b)ER. 

很 明显 ,所 说 的 a.5 是 有 顺序 的 ,a 和 有 关系 并 不 意味 着 思 
和 4 一 定 有 民 关系 
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设 A 为 一 集合 . 笛 卡 尔 积 4xA 的 子 集 R 用 条 件 P 描述 , 即 
R={(a,6)E AxAl(a,5) 满 足 PP 条 人 忻 }. 
由 于 AX A 的 元 素 (a ,5) 满 足 P, 也 可 以 说 成 是 ,A 的 两 个 (有 顺 
序 的 ) 元 素 a ,5 满足 已 , 故 下 列 说 法 是 等 价 的 
(1D) (a,b)ERS 
(2) (a,5)EAXA, (a,5) 满 足 PP; 
(3) a,5EA, a 和 5 满足 P. 
比如 , 例 3 中 ,xSy 必要 而 只 要 (zy) 满 足 
x +1 或 (x 一 1)*+y:=1， 
必要 而 只 要 zx,y 满足 
z+ =1 或 (x -1 +y=1. 
又 如 ,平面 及 xR 上 阴影 部 分 , 即 直线 
yA y=z 
的 下 方 点 集 S, 确 定 了 一 个 关系 S， 
则 下 面 两 个 说 法 是 等 价 的 
< (2) (zxz,y)ERXR, y<xs 
(3) z,yER, y<z. 
由 于 (3) 中 不 涉及 笛 卡 尔 集 概 
念 .有 时 叙述 起 来 简洁 些 .所 以 , 某 些 
醇 15 时 候 , 我 们 也 用 这 种 方式 来 定义 关 
系 . 
设 有 任意 = 个 集合 4 ,A,，,… ,A .我 们 称 集合 
{a an) la EA ,a E A, 
为 集合 A,,…,A, 的 笛 卡 尔 积 ,并 记 为 
ALX A XX A,. 
例如 ,nn 元 实数 行 


ris ras,r) 
所 构成 的 和 集合 可 记 为 Rx… xXxR， 
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习 题 二 


1 给 出 下 列 情形 中 的 笛 卡尔 积 AxB: 
Ca) A=11,21, B=11,2,3|; 


人 b) A={1|, B=11,2,3,4,5,6}; 

(ec) A=IrERIzSO}, yERIy21|; 
{d) A=izxERIzEO!, ; 

fe) 4=1zETI<zs6l B= [yeEII0<y<2); 


{《D 再 = |zEJIes01 A=I; 

(g) A=B=|1,2|; 

{h) A=11,21x 411,21, B=11,2; 

人 A=11,2!, B={1,2!x|1,2} 

2， 设 A=10,2|, B83=19,10,11,12,13|. 对 下 列 给 出 的 入 x 上 B 的 子 集 
玉 确定 的 关系 做 些 解释 : 

(a) R=1(2,10),(2,12)|; 

Cb) R=1(0,9),00,40),(0,13),(2,0),(2,11),(2,13)1; 

(ce R=1(0,10),(2,127). 

3， 设 A=fr€12&x 所 121. 对 下 列 A 上 的 关系 R 纵 出 AXA 的 子 


(a) ”zzRy 当 且 仅 当 xz 是 y 的 真 因子 ; 

(b) xzRy 当 生 仅 当 z+ y=21; 

《c) zxRy 当 且 仅 当 >=2z+1. 

4， 设 A={-1,0,1,2,3, 导 ,B=11,2,3,4,5|. 试 用 判 举 元 素 方 法 写 
出 关系 :i(a,6b)E€AXBIIb: a] =2|. 


8$3 等 价 关 系 、 分 类 和 商 信 


在 各 种 关系 中 , 下面 要 讨论 的 所 谓 等 价 关 系 是 最 重要 而 又 有 
用 的 一 种 , 它 与 集合 的 元 素 分 类 问题 密切 相关 ， 
定义 1 设 R 是 集合 4 上 的 -一 个 关系 ,也 就 是 RSAxA. 苦 
它 满足 下 列 三 条 性 质 : 
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(1) 反 身 性 , 即 对 任意 a EA 都 有 aRa; 
(2) ”对称 性 , 即 对 任意 4 ,5EA, aRb 蕴涵 bRa; 
(3) ”传递 性 , 即 对 任意 4,6,cEA, 如 果 有 aR5b ,BbRe 则 必 有 
aRc, 则 说 R 是 A 上 一 个 等 价 关 系 ， 
例 1 在 整数 集 I 上 , 令 
R= |(a,b)ETXIla 一 5 为 偶数 } . 
则 玉 确定 工 E 一 个 等 价 关 系 ， 
证 明 对 和 任意 吾 数 ae， xc 一“ 一 0, 0 为 偶数 , 故 aRa; 
对 任意 整数 ec, 哉 ,如果 aR5, 即 a -5 为 偶数 , 则 65a 也 是 偶 
数 ,从 而 bRa; 
对 任意 ea ,bc 各 如果 aR6,bRe, 即 a ~5 为 偶数 ,5 -c 为 
偶数 ,从 而 
a~ c=(a-h)+(b—ce) 
亦 为 偶数 ,也 就 是 aRc、 
这 个 例子 可 以 推广 到 更 一 般 情形 ,对 一 个 固定 的 自然 数 = , 令 
R, 二 1(a .5)EITX1la~6 为 n 的 倍数 | ， 
出 R, 确定 1 上 一 个 等 价 关 系 . 
例 2 设 A 是 记 有 x 阶 实 方 阵 形成 的 集合 , 则 下 面 R,,R;， 
RsSAxA 分 别 确定 4 上 等 价 关系 : 
Ri=i(a,65)EAXxA| 有 非 奇 异 方 隆 P,Q 使 PRQ=61， 
R2= |(a,o)EAXx 人 AI 有 非 奇异 方 阵 已 使 得 PaP- = 8 
Ri= {(a,6b6)E A x Ala 的 对 角 线 元 素 之 和 等 于 6 对 角 线 
元 素 之 和 | 
例 3 设 A 为 某 窗 室 学 生 的 集合 , 令 
Ri= 长 ae,o)EAxAla,6 听 过 同一 老师 的 课 | ， 
Ri 确定 A 上 一 个 关系 ,但 不 是 等 价 关系 . 可 能 甲 和 乙 在 二 年 
级 听 过 局 一 老师 的 课 , 而 乙 和 两 也 同时 听 过 另 一 老师 的 课 ,但 甲 和 
丙 却 从 来 没有 机 会 折 辣 -- 老 师 的 深 . 骂 不 满足 传递 性 、 
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这 个 例子 中 ,如 果 A 是 某 居 民 委 员 会 居民 梅 成 的 集合 ,那么 
RR 可 能 不 满足 反 身 性 ,也 洗 有 人 没 听 过 任何 老师 讲课 . 

如 果 在 该 例 中 ,A 仍 汶 茶 究 案 学 生 的 集合 而 

Ri 一 a,5)EAXA|a,b 于 1989 年 度 选 学 完全 一 致 
的 学 习 科 上 自 !， 

则 RR; 是 4 上 等 春 关系 . 

上 上 和 节 说 过 ,我们 既 可 以 用 笛 卡 尔 积 A x A 中 元 素 (a ,6) 来 叙 
述 一 个 给 定 的 关系 , 也 可 用 集合 A 中 元 素 a 和 来 叙述 该 关系 . 
习惯 上 ,人 们 引 人 特 殊 符 号 "~ "表示 一 个 等 价 关系 , 故 洗 

定义 1 设 ~ 是 集合 A 上 一 个 关系 .车 它 满足 下 列 三 条 性 
质 : 

{1)” 反 身 性 , 即 对 任意 aeG4A ,都 有 aa 一 ai 

{2)” 对 称 件 , 即 对 任意 a4,5E A, a~b 北 涵 6~a; 

(3)” 传递 性 , 即 对 任意 a,65,cE A, 如 果 a~b,5~c 则 必 
有 
dC, 
则 说 ~~ 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 . 

例 4 九 何 空间 中 ,规定 直线 L, ~ 工 ; 当 而 且 仪 当 工 , 平行 或 
等 于 L: , 则 一 为 等 价 关系 . 

例 5 所 有 在 区 间 [ -1,1] 上 连续 的 函数 构成 集合 为 4 ,规定 
/2)~ g(r) 当 而 且 权 当 


[add = gC)de, 


则 一 为 等 价 关系 ， 
等 价 关系 之 所 以 到 处 可 见 ,是 因为 它 与 下 面 要 讨论 的 分 类 问 
题 密切 相关 ,而 分 类 是 所 有 科学 研究 工作 中 都 采用 的 方法 .只 有 把 
猎 究 对 象 技 特定 要 求 分 门 别 类 ,才能 区 别 各 种 事物 间 的 本 质 差异 . 
定义 2 设 一 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 , 对 每 个 x€ A , 称 
A 的 子 集 
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5S.= {yly~rl 

为 元 素 zx 的 等 价 类 . 

命题 1 符号 如 定义 2 所 设 , 则 对 于 任意 +E A，S, 非 空 ; 对 
任意 zx,yEA, 若 5- 天 S, 则 必 有 5. 门 5S, = 所; A 恰 为 其 所 有 不 
何 的 等 价 类 的 并 集 . 

证 明 对 任意 xz€ A, 由 于 一 是 等 价 关系 , 故 z+ 一 +t, 邑 

XES,, $0. 

如 果 S, 门 S, 关 7, 设 xz 所 ES, 门 5S,. 由 定义 知 z~x 且 z~~y. 
由 于 一 是 等 价 关 系 ,由 = 一 x 推出 z 一 >. 再 由 了 一 >，z 一 推出 
I 一 y. 于 是 ,对 任意 wE S. ,因为 w~ 工 ,又 推 知 志 一 y, wES,. 
从 而 S, 守 5S, .完全 对 称 地 ,又 必 有 5S, 忆 S, .进而 得 S, = 5,. 这 说 
明 , 两 个 等 价 类 或 相 僻 或 不 相交 . 

由 于 每 个 +EA, >E S,, 所 以 

A= Ws 

把 其 中 重复 的 相同 的 等 价 类 删 去 , 则 A 为 其 不 同 的 等 价 类 的 并 
集 . i 

一 个 集合 B, 如 困 有 以 A 为 标 集 的 子 集 族 {T, |iE A| ,对 任 
意 iE4, 有 了 天 个 , 且 

(1) 工 介 T= 凶 , 只 要 ij， 

(2 B= YT, 
则 说 这 是 B 的 一 个 分 类 ,也 叫 分 划 . 

它 的 含义 是 ,下 中 的 每 个 元 束 必 然 分 到 一 个 子 集 卫 中 去 ,而 
且 只 能 在 一 个 T 中 - 

例 6 北京 市 正式 居民 按 户籍 所 在 区 县 论 , 即 得 一 分 类 . 每 居 
民 必 属 一 个 区 县 , 且 无 任何 居民 同时 属 不 同 两 区 县 . 

例 7 x 阶 实 方 阵 按 秩 数论 ,得 n 阶 方 阵 一 分 类 . 

例 8 一 个 单位 中 的 成 员 , 按 年 龄 .性 别 、 血 再 ,都 得 一 分 类 . 
按 所 属 党 派 论 ,未 必 能 得 我 们 讨论 意义 下 的 分 类 ,因为 有 人 可 能 同 
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时 属于 两 个 不 同 党 派 . 

命题 上 证 明了 :给 定 集 合 A 上 一 个 等 价 关系 ,就 给 了 4 一 个 
分 类 . 

反 过 来 ,还 有 

命题 2 若 有 集合 A 的 一 个 分 类 , 即 有 A 的 子 集 族 S. ,ziEA4 
满足 

(1) Snsi= 何 , izj, 

(2) A= US., 
规定 ,对 任意 a,b5EA, a~b5 当 而 且 仅 当 a 与 b 属于 同一 S;. 则 
~ 为 A 上 等 价 关系 , 且 诸 S;， iE 5 恰 为 ~ 对 应 的 不 同 的 等 价 类 . 

证 明 因为 A=, 避 Si ,对 任意 e 拓 全, 必 有 iE4, acES. 从 
而 na 一 “, 即 一 有 反 身 性. 

对 称 性 是 显然 的 . 

设 a~b 有 肯 65~c, 即 有 i,jEA， 

ubES, bcES,. 

由 5€ES 门 S; 知 i=j, 从 而 a,c€ S;, a~c. 即 于 有 传递 性 . 

再 来 证 明 每 个 S, 恰 为 一 之 下 的 一 个 等 价 类 .由 于 S; 非 空 , 设 
ze S, ,我 们 断言 

S,=S.. 

首先 ,对 任意 yE S.，y 一 zx, 由 于 已 假定 zxE S, , 据 一 的 定义 , 知 
3?E Si ,这 说 明 S.CS;. 另 一 方面 ,对 任意 zE S, ,由 于 已 经 有 XE 
5,, 故 = 一 zx, 从 而 =E Se, 这 说 明 S; 守 5, ,所 以 ,S;= 5S,. 1 

例 9 在 整数 集 I 上 ,规定 a ~ 6, 当 而 且 仅 当 a 一 5 为 偶数 . 
这 是 个 等 价 关系 , 且 

5S_= Si= 5S;= |zEllz 为 奇数 | ， 
S.,= So= 5S,= |xEIlz 为 偶数 | 
所 以 ,一 决定 1 的 一 个 分 类 , 即 A = 和 
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4A=SiUs ，3Sins: = 中， 
当然 ,你 愿意 写 4 = SeUHsS ,也 可 以 ,因为 Ss 与 S: 是 A 的 同一 
个 子 集 ,S.。 与 S: 是 同一 个 子 集 ,前 者 均 为 偶数 集 , 后 者 都 是 奇数 
集 . 这 个 分 类 就 是 把 整数 集 分 成 奇数 集 和 偶数 集 这 样 不 相交 的 两 
个 子 集 . 

例 10 在 所 有 实 系 数 多 项 式 作成 的 集合 已 上 ,规定 f(x) 一 
g(+) 当 而 且 仅 当 广 (xr)= g(x). 这 也 是 一 个 等 价 美 系 . 由 于 
(rr)=g Cr) 必 要 而 只 要 f(.) 与 g(x) 相 差 一 常数 ; 帮 “ 

Srn=ig(r)€EPlgs(r)= f(r)+C, CERT. 

定义 3 设 ~ 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关系 ;说 A 的 于 集 王 是 
关系 一 于 的 一 个 等 价 类 表示 的 完全 集 (简称 完全 集 ), 如 果 . 工 中 不 
同 的 元 素 的 等 价 类 也 不 同 ,日 A= WS,. 

例 7 了 中 ,nn 个 矩阵 

‘1 i 1 
| 上 ， | 
1 
| 0 ,| 0 1 
i 


| | J 
是 个 完全 集 . 例 9 中 {1,21 是 个 完全 集 ,同时 | 一 9,.181 也 是 完全 集 . 
例 10 中 

T=fA(zEPLCrJ=aom++a ir+1! 
构成 一 个 完全 集 . 这 是 因为 任意 一 个 多 项 式 
B(T)=b02" + hr" Itt rth 
必 等 价 于 bz + …+b 47+1 所 全 , 即 必 有 ET 使 (x)ES,. 
另 一 方面 ,车 h(x),kRCr)ET,h(z)=k(z), 则 必 有 实数 
6 使 h(x)=RCz)+ 马 .但 及 (x) 和 让 (3:) 的 常数 项 均 为 1, 故 必 有 
5=0, (x)= 衣 (二). 也 就 是 说 , 当 & 关 hh 时 ,Si S, = 所. 
定义 4 设 ~ 是 集合 A .上 的 等 价 关系 ,本 是 关系 一 之 下 的 一 
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个 完全 集 , 则 集合 
A=1S,|:ET} 

称 为 对 等 价 关 系 一 的 商 集 . 

要 注意 的 是 ,A 是 以 等 价 类 为 元 素 , 丁 是 以 等 价 类 中 代表 元 
为 元 素 , 绝 不 可 混为一谈 . A 是 由 一 唯一 确定 的 ,而 完全 集 可 能 有 
很 多 . 

比如 , 例 9,4 =I, 对 于 ~, 商 集 

A=151,S1={Ss,5-,}. 
所 包含 两 个 元 素 , 每 个 先 罕有 很 多 不 同 的 记 法 ,但 作为 集合 ,S, = 
S -二 … 都 是 奇数 集 G ,而 S: = So = Sis=… 都 是 偶数 集 已 . 即 
A=|G,E}. 
如 果 用 列举 元 素 法 来 写 , 则 
A=fl ,1,.+1,3,..), 1, —2,0,2,.…}}. 

而 A 对 于 一 的 等 价 类 表示 完全 集 却 有 很 多 ,不 是 表示 法 或 记 
号 不 同 ,而 是 不 同 的 集合 .如 ,10,1i 是 完全 集 , | - 9,18} 是 完全 集 ， 
{一 39,108| 也 是 完全 集 . 

完全 集中 的 元 素 是 整数 ,而 商 集 中 的 两 个 元 素 分 别 是 两 个 数 
集 . 

本 节 概 念 较 多 ,它们 是 今后 讨论 的 基础 ,读者 必须 准确 地 掌握 
其 表达 方式 和 内 在 含义 . 

我 们 再 给 一 个 例题 ,把 所 提出 的 概念 串 在 一 起 ,以 利 对 照 比 


较 . 
例 11 设 数 集 4 是 
1-2,—1,0,1,2,5,7}. 
给 定 Ax A 的 子 集 尺 为 
长 -2,-2),(-2,1),( -2,7), (1 一 2),(1,1),(1,7)， 
{7,1),(7,7),(7, -2),(2,2),(2,5), (5,2), (5,5), 
CC-1,-D,(-1,2),(—1,5),(5, -1),(2,—1),(0,0)}, 
则 得 4 上 一 个 美 系 R. 
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由 于 

(7,7),(—2, -2),(—1,—1),(0,0), (1,1)(2,2),(5,5) 
均 在 R 中 ,关系 R 有 反 身 性 . 

容易 看 出 R 中 元 素 是 对 称 地 出 现 的 , R 含 1$,24 同时 含 
(2,5), 民 会 (1,7) 同 时 合 (7,1)…… -关系 R 有 对 称 性 . 

民 也 有 具有 传递 性 . 

所 以 ,R 是 个 等 价 关系 . 

这 个 关系 还 可 以 用 描述 方法 给 出 ， 

.R={(a,6)EAXAla-b 是 3 的 信 数 | 

也 可 也 A 中 元 素来 描述 , 即 , 对 任意 a,b5E A，aRb 当 而 且 仪 当 
a -5 是 3 的 倍数 . 

用 最 后 这 种 说 法 时 ,验证 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 会 更 方便 . 

现在 用 ~ 代替 只 .计算 等 价 类 ,得 


S-2=1-2,1,7}, S$,=|-2,1,7!}, 
S1={-2,1,7}, SS;=12,—1,5|, 
S;=12,~1,5}, S ,=12,—1,5}, 
So=10,01, 


即 S:=S:=S_，S_:=Si=S)， 

于 是 ,等 价 关系 一 把 集合 A 分 成 了 3 类， 

A=S-2aU SUS=1-2,1,71U{ -1,2,51 U10}. 

假若 ,在 A 给 定之 后 , 即 指定 上 述 分 类 方式 ,我 们 规定 属于 
1 一 2,1 71 者 有 关系 ,属于 | - 1,2,5| 者 有 关系 ,0 与 0 有 关系 ,得 
到 的 这 个 关系 就 是 尺 . 

等 价 关系 RR 决定 了 A 的 一 个 分 类 ,也 决定 了 4 的 商 集 

A=1[-2,1,7},{ -1,2,5}, 10}}. 
它 有 3 个 元 素 , 每 个 元 索 是 集合 A 的 一 个 子 集 . 这 里 排列 在 第 3 
位 的 元 素 19} ,同样 是 一 个 子 集 ,只 不 过 是 该 于 集 只 含 一 个 数字 0 
而 已 ,不 可 以 把 及 写成 
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{1{-2,1,7},{—1,2,5} ,0}, 
或 者 
1-2,1,7; —1,2,5;0}, 
等 等 . 
由 于 5S.1=S1 一 S1, S-1=S;= Ss; 所 以 
A=S.2US_1US,=S1U SsU So=… 
有 很 多 种 不 同 的 写法 ,S-,,S-_| 和 Se 是 两 两 不 同 的 等 价 类 ,S,， 
Ss 和 So 也 是 两 两 不 同 的 等 价 类 .所 以 ,| 一 2, 一 1,01 是 个 完全 集 ， 
[1,5,0! 是 个 完全 集 ,17,2,0| 也 是 个 完全 集 . 
例 12 设 ? 为 一 正 整 数 ,在 整数 集 工 中 定义 关系 一 ，a 一 蝇 
当 而 且 仅 当 a -6 是 的 整数 倍 ,并 将 这 个 关系 称 为 整数 模 nn 关 
系 .有 


So=1, —n,0,n,.}, 
SI 人 
Si 人 122 一 1 


构成 工 的 一 个 分 类 . 10,1,…,n 一 1} 是 【对 于 关系 一 的 一 个 完全 
集 . 

当然 ,1 一 1,0,2,3,… ,nn 一 2,n +1 也 是 个 完全 集 .但 前 者 说 
起 来 更 方便 些 ， 

我 们 令 

[0]= Su, {1]=5,,…, [n -1]=S,1, 
则 了 对 于 等 价 关系 一 的 商 集 是 
1.= 0,1],…, [a -1]i. 
特别 地 ， 
I 工 := ! 偶数 集 ,奇数 集 } 


习题 三 
1 列举 子 集 民 的 元 素 分 别 给 出 各 集合 上 的 相应 只 关系 : 


《a) 集合 11,3,5,7,91 上 数 的 "小 于 "关系 ; 

Cb) 集合 |2,3,4,5,6i 上 数 的 “ 互 素 " 关 系 ; 

(c) 集合 B=1x,y|, 4 是 量 的 所 有 子 集 所 构成 的 集合 ,4 上 “包含 
壬 "关系 . 

2， 在 下 述 * 证 明 "中 找 出 漏洞 : 

现 断 证, 车 4 上 关系 只 有 对 称 性 和 传递 性 , 则 必 有 反 身 住 . 

对 作 意 a€ A ,由 对 称 性 知 , 若 aR5, 则 必 bRa. 再 由 传递 性 知 ,aR5 且 
bRa 草 渗 着 wRa ,而 a 是 作 意 的 ,这 说 明 R 有 反 身 性 、 

3. 给 出 一 个 关系 , 它 有 对 称 人 性 ,传递 性 ,但 泄 反 身 性 . 

给 出 一 个 关系 , 它 有 反 身 人 性、 对称 性 ,但 无 传递 性 . 

给 出 - 个 关系 , 它 有 反 身 性 和 传递 性 ,但 无 对 称 性 ， 

4， 设 丸 ,SSA4x 人 和 上 R 和 3 都 是 4 上 的 等 价 关系 .证 明 ;RNNS 也 确 
定 4 上 等 价 关系 ， 

5” 设 RSAxA,， am=1,2,… 都 确定 A 上 等 价 关系 , 且 R, CR. 
证 明 :R= 了 YR, 亦 为 A 上 的 一 个 等 价 关系 . 

6. 设 集合 A 只 含 两 个 元 素 . 问 ， 

(a) A 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

(b) A 上 有 多 少 个 等 价 关系 ? 

{c) A 上 有 和 多少 个 关系 有 对 称 性 ? 

(d) 4 上 有 多 少 个 关系 有 传递 性 ? 

(e) A 上 有 多 少 个 关系 有 反 身 性 ? 

{人 集合 4 有 几 种 分 类 ? 


$4 映 射 


设 A,B 是 集合 . 
在 A 和 B 的 各 种 各 样 的 关系 中 ,有 一 类 特殊 的 关系 ,也 就 是 
有 AXB 的 一 类 特殊 子 集 民 ,对 任意 a€ A, 都 有 而 且 只 有 一 个 5E 
也 ,使 
(ab)ER. 


我 们 暂 称 这 类 关系 为 映射 关系 ,在 以 后 的 各 章节 中 并 不 使 用 这 个 
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称呼 ， 
例如 , 设 A=19,4,1:, B= [3,5,8}， 
R=1(9,3),(4,5),(1,5)}. 
及 的 所 有 元 素 都 在 只 中 元 的 第 一 个 位 置 上 出 现 过 ( 即 由 B 中 元 ， 
与 它 组 成 一 个 民 中 元 ), 而 且 只 出 现 一 次 (对 每 个 < 和 4, 只 有 一 
个 5 使 (a,5)E 民 ), 这 是 个 映射 关系 . 
这 里 对 于 B 要 求 较 宽松 , 它 的 元 素 可 能 出 现在 R 某 个 元 素 
下 ,也 可 能 不 出 现 ,如 数 8 就 没 出 现 . 有 的 元 素 5E€ 8B 也 可 能 多 次 
出 现在 RR 的 元 素 中 ,如 这 里 的 数 5 就 出 现 了 两 次 . 
又 如 ,A 和 B 都 是 整数 集 了 ， 
R=1(a,b)EAxBla =b} 
也 是 一 个 映射 关系 .A 中 任意 元 素 , 必 出 现在 
(1,1),C—1,1),00,0), (2,4),: 
的 第 一 个 位 置 上 ,而 且 只 出 现 一 次 . 
再 如 ,A 是 某 单位 全 体 在 职 职 工 构 成 的 集合 , B= {xE1| 
14 委 xz 委 80| , 则 
RR= (a,5)E AxBla 的 年 龄 为 5} 
也 是 一 个 映射 关系 .因为 每 个 职工 都 有 年 龄 ,而 且 是 号 中 唯一 确 
定 的 数 . 
但 是 , 当 A 和 B 都 是 整数 集 工 时 ， 
R=!(a, BEAXBla=B| 
不 是 贞 射 关系 , 因为 3E1, 但 对 任何 5E1 都 有 7 关 3, 努 R 中 任 
何 元 的 第 一 个 数字 均 不 为 3, (3,5) 多 RR. 
此 例 中 ,B 仍 为 整数 集 , 而 A 为 平方 数 集 , 即 
A=10,1,4,9,.}, 


那么 ， 
R={(a,b)EAxBla=6} 
是 不 是 映射 关系 呢 ? 否 . 因 为 A x B 的 元 素 
(4,2), {4, -2) 
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均 在 RR 中 ,4 出 现 了 两 次 . 
进一步 , 设 AA 为 平方 数 集 ,日 为 非 负 整数 集 , 则 
R=1(a,b)EAXBla=6’| 
为 映射 关系 . 
同 翌 , 设 A 为 平方 数 集 ,B 为 非 负 实 数 集 ,那么 
R=i(a,b)EAxBla=6| 
亦 为 映射 关系 ,尽管 有 些 5E 了 不 会 出 现在 RR 的 任何 元 素 中 (如 
72). . 
形象 地 说 ,A 为 横 轴 ,了 3 为 纵 轴 ,A XB 为 平面 .A x B 的 子 集 
尺 (由 人 X 了 3 平面 上 的 点 组 成 ) 确 定 A 和 B 的 一 个 映射 关系 , 当 
而 且 仅 当 , 对 任意 a € A, 直 线 + =a 上 都 有 且 只 有 一 点 ,使 得 
(a,p)ER. 

容易 看 出 ,映射 关系 包含 了 人 们 已 经 熟悉 的 变量 之 间 的 函数 
关系 . 

由 十 A 和 B 的 关系 也 可 以 避 开 A Xx B 的 子 集 愉 这 样 的 提 法 ， 
而 说 A 和 B 的 元 素 的 对 应 ,通常 人 们 习惯 于 用 如 下 的 定义 来 推广 
函数 概念 ， : 

定义 1 设 和 A,B 是 集合 .如 果 有 一 对 应 规则 f, 对 于 集合 A 
中 任何 一 个 元 素 a ,在 集合 B 中 都 有 唯一 的 元 素 5 和 它 对 应 ,这 个 
对 应 叫做 从 集合 A 到 集合 B 的 冉 射 , 记 作 

f:A—B. 

了 使 集合 4 中 元 a 对 应 54, 记 为 f(a )= 厂 ,也 说 是 六 把 a 变 成 五. 

定理 1 如 果 尺 是 集合 A 和 集合 B 的 一 个 映射 关系 ,对 任意 
a 及 ,有 了 唯一 确定 的 6E 5 使 (a,5)ERR. 我 们 规定 a 对 应 这 个 
,并 把 此 规则 称 为 F, 则 了 是 4 到 B 的 映射 . 

反之 ,车 /是 集合 A 到 集合 日 的 一 个 映射 , 令 

R={(a,b)EAXBIb= fa)! 

就 得 到 A 和 B 的 一 个 映射 关系 . 

证 明 如 果 R 是 A 和 8B 的 一 个 映射 关系 ,对 任意 a 4, 都 
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有 而 且 只 有 一 个 5 扣 吕 ,使 得 

(a,b)ER, 
这 个 户 是 由 a 唯一 确定 的 . 令 a 对 应 5, 并 记 56= fla), 则 /是 A 
到 B 的 映射 . 

反之 ,如 果 /是 A 到 日 的 映射 ,那么 子 集 
R= (a,6)EAxXBIb= /f(a)! 

中 ,对 任意 4€ A, 必 有 唯一 确定 的 5, 使 

p= f(a). 

从 面 (a,5)ER, 即 对 每 个 a€ A 都 有 唯一 确定 的 5 使 (a,b)E€ 
只 -从 而 RR 为 映射 关系 ， i 
可 以 举 一 简 单 例 于 来 涪 明 上 述 两 种 思想 方法 之 间 的 联系 . 

设 A=|a,b,c} ,B= {1,2,3,4) .那么 ,对 应 规则 
f(a)=1, /C68)=3, fle)=1 
是 A 到 B 的 映射 .如 图 1- 6, 其 左 侧 是 A, 其 右 侦 是 B.A 中 每 
个 元 都 有 而 且 只 有 一 个 射线 发 出 、 


一 2 
: 
> | 
ce “4 
3 b ce 
图 1-6 图 工 -了 


这 个 事实 在 4x 8 中 讨论 ,该 映射 在 4 XB 中 确定 子 集 R， 
A 中 的 每 个 元 素 都 出 现在 尺 元 素 的 第 一 个 位 置 上 , 阿 且 只 出 瑰 一 
次 -如 图 1-7 所 示 ,R 中 三 个 元 素 是 由 4 中 元 和 B 中 元 给 出 的 ， 
A 中 每 个 元 都 有 而 且 只 有 一 条 射线 发 出 ,其 终点 是 (a, 了 (a)， 
(6/05)) 和 (cf ce)), 也 就 是 (a ,1), (8,3),(c,1). 

由 于 喘 射 是 个 对 应 规则 ,同一 靓 则 可 能 用 不 同 打 方式 或 顺序 
叙述 出 来 .只 要 “对 应 ”的 效果 相间 ,我 们 就 认为 是 相 阿 的 映射 . 
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精确 地 说 , 设 f; A 一 B, g:C~ 吕 ,认为 和 g 相等 ( 记 为 f= 

gg) 当 而 且 仅 当 A=C 且 B= 六 同时 对 任意 aEA=C, 都 有 
fla)= g(a). 

比如 ,A= {1,21, B=14,5,6], 则 

f(1)=4, f(2)=5, 
与 

g(2)=5, g(1)=4, 
是 相同 的 , 即 f= g. 同 样 , 令 

hla)=at+3, a€EA 
和 

kla)=1+4a-a:, a€EA. 

则 fg ,AR 都 相等 

但 是 ,车 也 = 14,5,6,71, 映 射 j: A 一 口 规定 为 j(1) = 4， 
7(2) =5. 我 们 不 能 说 f=j. 

例 1 设 A 是 个 集合 .规定 ,任意 aeEA 对 应 a 自己 .这 是 A 
到 A 的 映射 , 称 为 A 上 的 恒 等 映 射 , 记 为 i , 即 对 任意 a EA 都 
有 (a)=a, 有 时 把 is 中 的 A 省 路 , 简 记 为 去 

例 2 设 入 是 集合 B 的 -- 个 子 集 . 规定 ,任意 acEA 对 应 召 
中 元 素 a. 这 是 A 到 的 映射 ,把 A 中 元 变 成 其 自己 , 称 为 4 到 
B 的 拒 入 映射, 记 为 i . 即 ,对 任意 a EA, 都 有 La(a) 二 a. 

例 3 设 妇 ,8 是 集合 .规定 ,任意 元 素 (a,5)E AXB 对 应 
4. 这 是 笛 卡 尔 积 AXB 到 A 的 映射 , 记 为 ps, 即 pa ((a,5b))=a， 
对 任意 (a,5)E A XB. 该 映射 称 为 AXB 到 A 的 投影 .同样 , 规 
定 

pal(a,b))=b, (a,b)EAXB, 
得 到 AXB 到 8B 的 投影 . 

例 4 设 一 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关系 ,A 是 A 对 ~ 的 商 

集 .规定 ,任意 ecEA, 对 于 其 所 在 的 等 价 类 
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S.=iz€EAIzr~al, 
则 得 到 A 到 商 集 及 的 一 个 映射 7， 
7Y{a)=5,， 对 任意 aE€A. 
这 个 映射 称 之 为 由 等 价 关系 一 决定 的 自然 映射 . 
特别 地 ,对 于 自然 数 集 工 上 的 等 价 关系 一 ，a 一 5 当 且 仅 当 ? 
整除 -已 , 我 们 用 蕊 ,代表 关系 一 决定 的 商 集 .此 时 由 一 决定 的 自 
然 映射 对 任意 mEI 有 
Ym)=5, = ,mn mm tn, m+n,}. 
例如 ， 
I: 一 1So SS2,S3 
工 5 一 | ,SS 上- 
由 于 列举 集合 元 素 时 ,可 将 重复 者 去 看 , 故 
Ls={50,S11=1S;,S4}, 
Ls= {S60,S,,S:, 53,Ss=15;s, Su ,Sy ,5», Su). 
表示 的 完全 集 有 不 网 的 选 法 . 
为 方便 起 见 , 通 常 选择 一 个 最 简明 的 完全 集 , 它 的 根据 是 
引 理 1 对 任意 六 EL, 便 有 ae,rEI 使 得 mm = ea+r, 0<r 
.而 且 , 满 足 上 述 要 求 的 g,r 均 由 m 唯一 确定 . 
证 明 用 长 除法 (也 称 为 带 余 除法 ) 应 有 gq,rE1I 使 得 
m=g'ntr, OXr<n. 
现 证 唯一 性 ,如 果 又 有 g;,r;&€1 使 


m=gi ntr, Ori<n. 


两 式 相 减 即 得 
(g-gn=r-r, 
从 而 能 整除 x - .但 -ri 的 绝对 值 小 于 2 ,车 能 被 * 整除 ， 
只 能 ;一 r==0, 即 
了 一 7 
进而 Cg- 一 ea=0,， gq 一 qi=0, 9=91. 1 
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这 样 , 上面 讲 的 自然 映射 7， 
73: TS。 

而 引 理 告诉 我 们 wi 确定 一 个 整数 ,满足 

m=9g"n+r, Or<n. 

于 是 , 必 有 S。 = 5S, 

所 以 ,我 们 记 

Y(m)=S,， 对 任意 mE€1， 
SS 
=|[0], [1],, En—1]!, 

就 避免 了 开裂 I. ,元素 时 可 能 出 现 重复 的 情形 .也 就 是 
YC)=[1], 7(2)=02], …, r(x -i)=[x-1), 
r(x)=[0], Cn +1)=[1], ~. 

这 个 映射 今后 要 不 断 地 出 现 , 读 者 必须 彻底 搞 清 楚 . 

由 于 大 家 在 初等 数字 、 微 积分 学 和 线性 代数 学 中 接触 过 大 最 
的 映射 和 孙 券 .实例 ,这 里 就 不 再 多 举 具 体例 子 了 . 

要 机 次 提醒 读 沽 , 肌 射 /: A-B 不 要 求 B 中 每 个 元 素 y 都 必 
被 A 中 某 个 元 束 a 对 应 ， 例如 ， 上 例 中 的 2,4€8, 但 a,5,c 都 不 
对 应 它们 . 

同样 ,也 并 没 要 求 总 中 不 同 元 家 一 定 对 应 中 不 同 元 素 . 例 
如 ,上 例 中 Pa)= Fe)=1， 

定义 2 设 f 是 4A 到 B 的 映射 , 称 

Img(f)= lyEB| 有 aEAhA 使 y= f(a) 

为 映射 的 像 . 

车 Img( 了) = B, 则 说 了 是 满 射 或 / 是 满 的 ,或 是 映 上 的 . 

若 对 任意 a,5EA， 了 (a)= (6) 殖 涵 a =5, 则 说 三 是 单 射 
或 了 是 单 的 ,或 了 是 1-1 的. 

当 映 射 / 是 单 射 又 是 满 射 时 , 称 之 为 双 射 或 了 是 1-1 了 酉 上 
的 . 
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例 5 设 /:I>1,f 把 nn 变 成 2x, 即 
fn)=2n, n€El, 
则 /为 单 射 .因为 AFLza) = 六 mm), 即 22=2m 蕴涵 n=m. 但 /不 
是 满 射 ,3& Img(/). 


设 g:I>], 
gn)= (n+1)j2， 当 为 奇数 时 ， 
nf2, 当 n 为 偶数 时 ， 
则 g 为 满 射 .因为 ,对 任意 mE1, 都 有 


fl2m) = 

mE Img(g). 当然,/(2rx -1) 也 等 于 wn ,但 要 说 明 mE Img(g)， 
只 要 指出 有 一 个 整数 在 & 之 下 变 成 x 就 足够 了 . 

设 有 :I>J， 

h(n)=n+100, 

那么 ,有 既是 满 的 又 是 单 的 ,从 而 二 是 工 到 工 的 双 射 ， 

定义 3 设 /:4 一 了 ,8:B-~C, 那 么 ,规定 ,任意 saE4( 此 2 
唯一 对 应 A(a) ,而 f(a)E56 在 g 之 下 唯一 对 应 C 中 元 g(7(a))， 
对 应 g(/(a))EC, 这 是 A 到 CC 的 映射 , 称 为 是 /和 的 复合 映 
射 ,也 说 是 /和 g 的 跑 积 ,并 记 为 g*/, 也 就 是 g*f:A->C， 

{gf)(a)=g(fla)), a€EA. 

显然 ,映射 /和 映射 g 有 复合 映射 g*/ ,并 不 意味 着 g 和 上 一 

定 有 复合 映射 , 即使 /和 8 能 复合 ,g 和 /也 能 复合 ,也 未 必 丰 
fg=g°f. 

例 6 设 A=iz,y,zi, B=11,2,31, C= a,5i, 映 射 /: 

A—B, g:B—C, 且 
flz)=1, f(y)=2, f(z)=3, 
g(1l)=a, g(2)=6, g(3)=a 
(如 图 1 一 8). 则 gs7:4 一 C, 且 
(gz)=a, gf)(y)=6, (g* (rz)=a. 
对 这 两 个 映射 f.g 而 言 ,f/:g 充 意 义 ， 
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例 7 设 产 R--R，E:R-R， 
f(z)=z:, rER, 


2 g(r)= 工 +1， XER. 
sp 
frg:R>R, gf:R>R, 有 


3 ' (frg}z)=(Cr+1) 
=zx*+2z+1, zER, 
图 1 一 8 (gf)(x)=7x +1, rER. 


要 说 明 f°*g 尖 g*f, 只 要 指出 , 它 
们 不 是 对 及 的 每 个 元 素 a 来 说 ,对 应 的 (g* 有)(a) 与 (f*g)(a) 伍 
相同 ,也 就 是 要 指出 ,至 少 有 一 个 实数 a,(f*g)(a) 关 (g'f 了 )(a). 
取 a=1， 四 
{f°g)(1)=4, (g°f)(1)=2, 
即 说 明 问 题 . 
命题 1 设 f:A-*B, g:B>C,h:C>D. 则 
,helg°ef}=(heg)°f. 
证 明 首先 ,由 f:A->B 和 g:B->C, 知 g*f:A~*C, 从 而 
ho(g°f):A>D. 
同时 ,由 g:B->C, :CD 知 h*g:B>D, 进 而 
{hrg)°f:A>D. 
这 说 明 (gr 了 ) 和 Ch。g)。f 都 是 从 A 到 DD 的 映射 . 
进一步 ,对 任意 a€ 4 ,因为 
(ho(g° Pa)=h(g° f(a) = (gf a))), 
(hrg) Pla)=(heg) (f(a) = h(a( f(a))), 
所 以 ,he(g*f)= (Cheg)°f. 1 
这 类 问题 的 证 明 , 有 时 事情 本 来 很 简单 ,但 由 于 符 导 使 用 过 多 
而 掩盖 了 命题 本 身 的 直观 性 .我 们 介绍 一 种 能 帮助 人 们 直观 地 处 
理 类 侈 问题 的 术语 . 
设 f;:A 了 B, g:B>C. 如 果 有 上 :A 一 C 使 得 k=g* 了 , 则 说 ， 
有 g 局 得 图 1 一 9 可 交换 , 
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图 1-9 图 1-10 


区 如 ,在 例 7 中 ,车 令 h(x)=x?+1, TER, 则 图 1 一 10 可 交 


换 . 
归 1 是 说 ,对 于 f,g ,hh ,有 可 交换 的 图 形 
A 
gf he(g°f) 
| (1) s°f| (2) 
BC C Dp 
图 1-11 
和 可 交换 的 图 形 . 
A 
(neg)°f 
| | 
! ~ B— re 
图 1-12 


进一步 ,把 三 角形 (4) 角 边 上 (h。g)* 了 换 成 he(g* 有) 仍 为 可 交换 
图 形 . 当然 ,也 可 以 说 三 角形 (2) 的 斜 边 上 h。(g* 了 ) 换 成 (heg)。f 
后 仍 为 可 交换 图 形 . 

于 个 示意 图 (图 1 一 13), 妈 要求 A 中 任意 元 素 a 经 过 两 条 不 
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局 的 路 径 , 变 化 的 结果 是 相同 的 . 
A gf 了 “图 形 可 交换 "一 词 已 经 广泛 出 
1 fs | 现在 很 多 现代 数学 分 支 中 ,使 用 起 来 
方便 而 直观 ,特别 便于 初学 者 分 辨 一 
B C 个 元 素 ( 如 a, f(a),(g*f)(a), 
(hg)(5)) 究 竞 属于 那个 集合 ,哪些 
图 1-13 映射 是 可 以 复合 的 ,复合 的 映射 是 从 
有 娜 里 到 哪里 ,等 等 
本 课 不 要 求 读者 知道 更 复杂 的 可 交换 图 形 ,所 有 这 类 图 形 , 均 
可 作为 示意 图 理解 . 甚至 不 理会 这 些 图 形 也 绝 不 会 影响 各 定理 的 
证 明 ， 
命题 2 设 f:AB, 则 foi=igef=f. 


证 明 对 任意 a€A， 
(fria)(a)=f(i(a))= f(a), 
从 而 f°i4 = 了 . 同 理 ,ip* f= 了. 1 

这 个 命题 有 如 下 可 交换 图 形 

A A 

上 
| 1 Dn 
A £ 3 Bs 


图 1 一 14 

命题 3 设 /:A>B, g:B->C, 那 么 

(1) 如 果 了 和 8 都 是 满 的 , 则 g。f 评 然 ; 

《2) 如果 了 和 g 都 是 单 的 , 则 go。f 亦 然 ; 

(3) .如 果 g* 了 是 满 的 , 则 g 是 满 的 ; 

(4) 如 果 go。f 是 单 的 , 则 是 单 的 . 

证 明 般 设 /和 g 都 是 琪 的 .对 任意 cE C, 由 于 g 是 满 的 ， 

必 有 bEB, 使 得 
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c—g(b). 
对 于 这 个 5, 由 于 了 也 是 满 的 ,从 而 有 eEA 使 
b= Fa). 
于 是 就 有 
c=g(b)=g(f(a)}= (gf) (a). 
由 c 的 任意 性 , 知 g*/ 为 满 射 . 
假设 了 上 和 8g 都 是 单 射 , 且 有 ci, cz 人 EC, 使 (g*f)(ci)= 
(g° (ec) ,EP 
g(flc))=g(f(e)). 
则 有 flci),f(cs)EB. 而 g 是 B 到 C 的 单身 , 放 必 有 Ff(c)= 
fcsy). 又 由 于 f 是 A 到 B 的 单 射 ,条 件 f(c) = f(cs) 就 蕴涵 c 
三 cz. 招 本 段 证 明之 首尾 拿 出 来 看 ,就 是 ,(g* (ct)=(g' 了)(c;) 
蕴涵 
Ci 一 ca- 
假设 复合 映射 g*f 是 满 的 .那么 ,对 任意 cEC, 必 有 aE 
使 得 (ge 了 有)(a)=c. 即 
(gf)(a)=g(f(a))=e, 
令 5=fla), 则 65EB, 且 g(65)=c, 由 c 的 任意 性 知 g 为 满 射 . 
很 设 复合 喘 映 g。f 为 单 的 , 且 有 al,as€EA 使 f(al)= 
f(az). 那 么 , 必 有 
(g° fa)=g(f(a))= g(fla))=(g°f) (a). 
而 g* 太 是 单 射 ,上 式 即 意味 着 a = <z ,也 就 是 说 f 为 单 射 . i 
这 类 问题 证 明 并 不 难 ,但 当 有 几 个 喘 射 复合 在 一 起 时 ,要 牵涉 
到 几 个 集合 ,必须 时 刻 注意 搞 清楚 ,中 间 出 现 的 元 案 是 在 硅 个 集合 
里 .每 前 进一步 之 前 , 先 明 确 下 一 步 打算 证 明 什么 ,怎样 才 算 证 明 
了 这 个 事实 ,然后 再 开始 论证 . 
定义 4 设 f:A 一 B, 说 了 是 可 逆 映 射 ,如 果 有 g:B->A 使 
得 
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g°f=ia, fg=ip. (x#) 
比如 , 例 7 中 ,g:R>R， 
g(xz)=z+1, rER 
是 可 递 映 射 , 原 因 是 有 :RR， 
h(xz)=z-1, zER 
恰好 使 得 
(goh)(r)=Cz- D+1l= r=irn(x), 
(hog)(x) ~ (r+) -1= r=ir(r). 
该 例 中 的 /:R>R， 
f(x)=x, xzER, 
却 不 是 一 个 可 逆 映 射 ,要 说 曲 一 个 映射 不 是 可 逆 映 射 , 看 起 来 是 件 
复杂 的 事情 , 需 指 出 ,任意 :8B 一 A 都 不 能 使 
kerf=ia,s f°k=ia 
两 等 式 同时 成 立 . 
将 来 ,我 们 会 学 到 一 些 简单 的 判别 方法 . 
不 过 ,对 于 例 7 中 的 /, 大 家 都 很 熟悉 ,说 明 它 不 是 可 逆 映 射 
的 这 件 事 并 不 难 . 
对 任意 上 ;B 一 A , 必 有 
(PE)Cz)= RL))= (ER(2)), rER. 
而 当 z= 一 1 时 ,k( 一 1)ER, 但 
(a( -D1; 
也 就 是 说 (&(z))? = 工 = ia(z) 不 是 对 所 有 xz ER 都 成 立 .从 而 
所 & 关 康 . 了 不 是 可 逆 映 射 
下 面 , 先 给 出 一 个 判别 映射 是 否 可 逆 的 充分 必要 条 件 . 
定理 2 映射 /;A->B 是 可 北 的 ,必要 而 只 要 ,了 是 双 射 . 
证 明 如 果 /是 可 逆 映 射 ,那么 ,应 有 映射 g:B->A 使 得 
gf=ia, f°g-ia. 
由 于 恒 等 映射 i 是 单 的 , 据 命题 3 之 (4) 款 ,f 必然 是 单 射 .又 由 
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于 伍 等 映射 is 是 满 的 , 据 命 题 3 之 (3) 款 ,三 必然 是 满 射 .所 以 ,了 
是 双 射 . 
反 过 来 ,如 果 F:A~~ 了 是 个 双 射 ,我 们 来 确定 B 到 A 的 一 个 
映射 g 使 得 (* ) 成 立 . 
对 任意 5EB, 由 于 了 为 满 射 , 故 必 有 aE€A 使 f(a)=45. 而 
县 ,由 于 .是 单身 ,不 能 有 另外 的 A 中 元 素 在 之 下 也 变 成 6. 这 
就 是 说 , 按 这 种 办 法 ,我 们 确定 了 一 个 规则 , B 中 的 每 一 个 元 素 5 
都 有 而 且 只 有 一 个 4€ 4 与 之 对 应 .这 个 规则 (也 就 是 到 A 的 
一 个 映射 ) 记 为 g, 则 g:B 一 A, 对 任意 5EB， 
g(6)=a, f(a)}=6. 
再 来 验证 (* ). 对 任意 5€EB, 设 f(a)=65, 则 
(frg)(b)=f (gh))= f(a)=b=is(b), 
也 就 是 f。g = is. 
同样 ,对 任意 aE A, 设 /(a) =5, 那 么 , 按 g 的 定义 ,应 有 
g(5)=a, 于 是 
(gf)(a)=g(f(a))= g(b)=a=i (a). 1 
命题 4 设 了 :A 一 B 是 可 北 映 射 .那么 ,使 得 
f°g=ip, gf=ia 
的 5: 如 -~A 是 由 /唯一 确定 的 (此 时 记 g = 了 7!). 
证 明 ”如果 还 月 :B 一 A 使 
frh=ia, hef=ia, 
那么 ,由 命题 1 知 (g*/)*h=ge(f*h), 但 
(g°f)°h=ia eh=h, ge(foh)=goip=g, 
从 而 =g. 1 
当 六 4 一 电 可 递 时 ,这 个 由 /了 瞧 一 确定 的 映射 广 ::B->A4 即 
称 之 为 了 的 逆 映 射 . 
关于 映射 ,还 有 一 个 常用 记号 : 设 了 是 集合 A 到 集合 B 的 任 
意 一 个 映射 ,S 是 A 的 一 个 子 集 . 出 将 B 的 子 集 
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fA(S)= jyEBI 有 ES 使 y*=A(z) 

称 为 S 在 f 之 下 的 像 . 

前 已 定义 ,映射 /是 满 的 , 当 而 生 只 当 , /A)=B. 

对 B 的 任意 于 集 T, 称 4 的 子 集 

Ir€EAIf/(zr)ET} 

为 醋 在 f 之 下 的 原 像 , 记 为 /“'( 丁 ). 这 里 加 一 1 绝 不 意味 着 .fF 可 
道 ,对 一 般 映 射 /及 B 的 每 个 了 集 S,f.'(S) 都 有 意义 . 谢 例 7 
中 ,f;R->R 并 不 是 双 射 . 取 14,5icR, 则 
fF (44,91)={-2,2, -3,3}. 

映射 /:A->B 是 个 对 应 规则 , 它 当 然 使 A 中 子 集 S 的 每 个 
元 素 * 对 应 B 中 元 素 /(:), 这 就 诱导 出 S 到 B 的 映射 ,通常 记 为 
fls. 对 任意 s€ES, 有 fls(s)= f(s). 

注意 ,/ 是 A 到 8 的 映射 ,fs 是 S 到 B 的 映射 .它们 的 关系 
是 :限制 在 子 集 S 上 看 ,这 两 个 映射 的 效果 是 一 样 的 . 也 可 记 为 ; 

命题 5 设 /:A 一 B, S 是 A 的 子 集 , 则 让。= 广 i, 也 就 是 
下 图 形 可 交换 . 


s 事实 上 ,对 任意 *E S ,我 们 有 
Cis)0)=AGsG)D)=AD | 
下 面 这 个 命题 在 以 后 各 章 中 要 经 常 引 
及 f B 用 


命题 6 设 /:4A->B, 对 B 的 任意 子 集 
图 1 一 15 下 ,都 有 
fF (TN) = TN Img(f). 
证 明 若 yETmImg(F), 即 yG 下 .而且 yE Img( /), 从 而 
必 有 xzEA, 使 得 
. y= f(z). 
于 是 知 败 z)=yET，zErFI(T). 故 
fTIEAF HT)). 
但 Fz) 就 是 y, 所 以 知 yE FF-1(T)). 也 就 是 
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TN Img( EAS (TD)) 
反 过 来 ,如 果 z€ /Cf T)), 则 有 zuE 广 :(T) 使 
z= fF(u), 
设 zElmg( 认 .而 w Ef '(T) 这 件 事 意味 着 
CaeET， 
这 个 了 (nw} 就 是 z, 即 = 和 了 工 . 合 起 来 ,zET 人 Img( 门 ,从 而 
fF CTDDSETI Imgt 
所 以 ,AF A(T))= TN mg(7). 1 
学 好 本 节 的 关键 是 卉 懂 " 珊 射 "“ 可 道 映射 "的 定义 .我 们 通过 
齐 子 把 这 些 概 念 捉 一 串 . 
设 f:A->B 是 A 到 8B 的 映射 ,通常 , 称 A 为 B 的 定义 域 , B 
为 f 的 值 域 
不 能 脱离 定义 域 和 值 域 来 谈 映射 让 我 们 讨论 下 列 问 题 ， 
1 4=1zo)lz+ 呈 1 是 映射 关系 吗 ? 
答 : 提 法 不 对 ,没有 定义 域 和 值 域 . 
2.， A=|(z,y)ERXR|z? + 二 1 是 个 映射 关系 吗 ? 
答 : A 给 出 了 好 上 的 一 个 关系 .但 当 x=2 时 ,对 任意 yE RR， 
恒 有 
2+y >1. 
即 没有 任何 yER 使 (2,y)E A, 使 2 与 y 有 及 关 系 , 故 A 不 是 映 
3. 用 代表 
{xzER|I -1&z<1}, 
那么 ,A={(z,y)EKxXRiz? + 二 1] 是 个 映射 关系 吗 ? 
答 ; 4 确定 扩 XR 上 一 个 关系 ,但 不 是 映射 美 系 . 
当 z=0 时 ,每 个 z, 一 1 所 z 二 1 都 满足 
+ yl, 
而 映射 关系 要 求 “ 对 每 个 z€€K 都 要 有 了 唯一 确定 的 yER 使 
(x,y)EA”, 
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4. 4A=izy)EKRxRIz+ 史 = 寺 是 个 映射 关系 吗 ? 

答 : 仍然 不 是 .因为 ,对 zx=0, 有 (0,1)EA,(0,-1DEA4. 

5. 用 了 代表 和 集合 

{2€E RIOSz<4}, 

那么 ,4= {zy)EKRKXJlz* + 六 = 和 是 开 xJ 的 一 个 映射 关系 
3? 

答 : 是 .内 为 ,对 每 个 zxEK 都 有 J 中 一 个 唯一 确定 的 y 使 得 

{x,y)EA. 


6. 由理 代表 集合 
|=en| -让 <x<0 或 六 <x<100|，， 


那么 ,A=|(x,y)EKXHlr?+y =1 是 KxH 的 一 个 映射 关 
系 蚂 ? 


答 : 是 . 

7， 上 向 中 的 入 换 戌 
M= xER| -去 zso 攻 二 <z<l00|， 
N= :ER| -去 <=<0 或 才 <z<80|， 


L=|zeal -二 <=<o 芭 二 <=<ao| ， 
情况 会 发 生 怎样 的 变化 ? 
答 ; A= |(z,y)EKX Miz?+ 记 一 1| 不 是 映射 关系 ,因为 


WE)e (Ed)es. 


即 K 中 数 /312 在 A 的 元 素 中 出 现 了 两 次 ， 
而 B={(z,y)EKx MI|z?+ 凡 =1| 也 不 是 映射 关系 ,因为 
V312E 天 ,但 没有 N 中 元 素 》 使 


W312,y) EB. 
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但 是 ,C= 1(z,y)EKXLIlz’ + =1| 是 个 映射 关系 . 
8. 上 面 第 5 问 中 A 所 确定 的 映射 /: K 一 J, (zx,f(z))€ 
办 ,是 个 满 射 吗 ? 
管 : [不 是 满 的 ,因为 没有 任何 z EK 使 (zx,4)€ A, 即 对 任 
何 .cEK 恒 有 f(D) 六 4, 4& ng(/). 
9， 令 P={zERI0 志 zx 志 1} .那么 ， 
A={(z,y)EKXPlz +y =1| 
确定 的 兵 到 PP 的 映射 是 满 的 鸣 ? 是 单 的 吗 ? 
答 : 是 个 满 射 .因为 ,对 每 个 bP, 即 
O01 
必 有 a=V1 一 成 EK, 使 得 (a,6)EA. 
但 , 它 不 是 单 的 ,因为 (-10)E4, (10)EA. 
10. 用 元 素 对 应 法 给 出 问 9 中 确定 的 映射 、 
答 :由 问 9 的 映射 关系 得 映射 f:K 一 P， 
y= f(z)=V 1. 
它 不 是 单 射 ,因为 /(1) =/( 一 1)=0. 
11. 给 出 及 的 子 集 义 ,Y, 使 得 {(z,y)EXXxY|z?+y= 
1} 确 定 XX 到 YY 的 双 射 . 
答 : 可 以 给 出 很 多 .例如 ， 

Xi=K, Y=K, 
Ai=|(z,y)EKXKIr +y =1 有 8 xy20); 
As=|(z, ERXKIzr +y=1 有 ry<0}; 

Xs=P, Y,=P, 
As={(zx,y)EPXPlr + y=1; 


N= |zen|<e<1 或 - 诗 <x<0]， 


! 
Y= lyen| -到 <v< 人 下 
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Ai=1zyyEN A YN ty =1, ay20}. 
可 画 示 意图 如 图 1 -16. 


NN 
Yl YY 
EE A2 
I 
舍 羔 ) 
; ~、 \ 
> X3 XN 
A 


图 1 一 16 


12. 用 元 素 对 应 方式 给 出 11 款 中 Ai 和 A 所 确定 的 映射 . 
答 : 由 A; 确定 的 映射 记 为 /, A。 确定 的 映射 记 为 g, 则 有 
f:P>P, g:Ny>Y,, 
y= f(z)=V 1~ x, 
YI 当 二 <x<I 时 ， 
y=g(x)= 1 
-YI1- 盖 ， 当 - 广 <zs0 时 . 


13. 给 出 上 述 映射 上 和 8 的 道 映射. 

答 : 由 于 了 和 & 都 是 双 射 ,所 以 它们 都 有 北汽 射 、 
fi:PrP, g :YX, 

4 和 2 


z= 广 (>)=V1I-y， 
/3 
| 1—y’，, 当 0<y< 广 时 ， 
x=-g "(= 
LVY1I- “， 当 - 晓 <y<0 时 . 
习 题 


， 条 件 如 例 7, 给 出 映射 f° 了 ,gg 和 (8" "8 六 5 大 
2 给 出 一 个 例子 ,7:A- 日 ,g:B->C 使 得 g*f 是 单 射 ,但 六 并 不 是 单 


射 . 
3， 设 /1:4 一 B,g:1A->B, 二 :B->~C. 如 果 虹 是 单 射 , 则 有 "f=heg 蕴涵 
f=g. 
4， 设 A>B, :BC 了 :8B>C. 如 果 上 是 满 射 , 则 fh=g"h 获 
涵 


f=g. 

5. 如 果 f;A4vB 和 g:;B-C 都 是 可 递 映射 , 则 g。f:A-*C 是 可 道上 映 

射 ,而 再 
(gf =f eg 
6. 给 定 实 数 a,6, 用 它们 确定 到 RR 的 一 个 映射 有 ,规定 
fx)=arte. 

间 , 何 时 /为 单 射 , 何 时 为 满 射 . 

7， 设 疡 4AB，Si,S SA 证 明 : 

FSMNSISASINAS), ASNUf(S)=/(SUS,). 

8"， 设 f:A4 一 B, g:B 一 C. 证 明 :Img(g°f)=g(Img( 了 )). 


8$5 置 搁 


只 含有 限 个 元 素 的 集合 称 之 为 有 限 集 . 非 空 的 有 限 集 A 到 A 
本 身 的 可 逆 晓 射 称 之 为 A 上 置换 ,也 就 是 A 的 一 个 置换 . 
由 于 * 元 集 的 元 素 可 用 自然 数 标号 , 记 为 
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11379299 
一 个 置换 将 a, 变 成 w , 即 把 A 的 第 i 个 元 变 成 第 7 个 元 ,可 以 简 
单 说 把 i 变 到 j ,而 不 引起 混乱 . 如 果 需 要 的 话 ,在 讨论 问题 时 ,可 
以 把 每 个 a; 的 a 省 去 ,只 记 为 i ,最 后 再 把 各 相应 的 ; 再 填 上 a 记 
为 a, 就 行 了 . 
也 就 是 说 ,我 们 只 要 讨论 集合 
S= {1,2,.…, x} 
上 的 置换 , 则 任意 = 元 集 上 的 置换 就 有 办 法 处 理 了 . 
设 S= {1,2,3} .对 于 S 上 的 一 个 置换 ,可 列 一 表 , 记 成 
p-| 1 2 3 ) 
P(1) P(2) 疡 (3) 作 
即 把 每 个 数字 在 P 之 下 对 应 的 那个 数字 记 在 它 的 下 方 .于 是 S 上 
有 六 个 不 同 的 置换 ,它们 是 


1 2 3 1 23 
Pa 2 直 ， P=f 3 小 
1 2 3 1 2 3 
ml 1 3) p=(; 3 小 
1L23 2 3 
mls 2 小 Pi 人 1 小 
当然 ,也 可 以 把 P, 写成 


3 2 1 
G 2 小 

等 等 .因为 ,作为 映射 ,效果 相同 书 即 为 相等 映射 . 

[以 用 很 直观 的 办 法 来 计算 两 个 置换 的 复合 .例如 


1 1 1 1 1 ll 

> -x 2 

3 一 3 3 3 3-m 3 Wy 
PB Ps Ps*Ps 


寺 


把 相连 的 射线 接 起 来 看 , 即 知 Ps*PP; = Pa. 
也 就 是 , 把 要 进行 复合 的 映射 的 图 连 起 来 , 把 结果 记 下 来 , 即 


得 其 复合 .如 
1 D4 1 
2 2 2 Xe 
3 一 > 3 3 3 
Ps Ps Pa"Ps 


下 面 研究 一 般 情形 , 设 
S=|1,2,…,n}. 

命题 1 5S 上 有 m1 个 不 同 的 置换 

事实 上 ,我 们 记 置 换 的 表 中 ,上 面 一 排 取 成 1,2,……? ,那么 ， 
下 面 一 排 ,这 个 数 有 nn1 个 排列 方法 . 1 

定义 1 数码 1,2,…,n 的 每 一 个 有 确定 次 序 的 排列 称 为 一 
个 ”排列 .在 一 个 ”排列 中 ,如 果 有 较 大 的 数 排 在 较 小 的 数 之 前 ， 
则 说 这 两 个 数 构成 一 个 反 序 ,该 排列 中 出 现 的 反 序 的 个 数 称 为 是 


它 的 反 序 数 . 
例如 ,下 面 的 1,2,3,4 排列 中 出 现 反 序 情况 是 
排列 反 序 反 序 数 
1,2,3,4 无 0 
1,4,3,2 {4,3), (4,2),€3,2) 3 
2,3,1,4 (2,D),03,1) 2 
4,2,3,1 (4,1),(4,2),(4,3),62,1),(3,1) 5 


命题 2 若 把 一 个 = 排列 中 某 相 邻 两 数码 互 换 位 置 , 则 所 得 
到 的 新 排列 的 反 序 数 与 原 排列 的 反 序数 差 1. 
事实 上 , 设 所 考虑 的 排列 为 
ij (*) 
调换 后 ,得 新 排列 
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js 
看 (* ) 的 任意 反 序 (KK ,Li)- 如 果 大 ,上 既 不 是 i 也 不 是 j， 此 次 调换 

后 ,友和 ! 设 动 ,(K ,1) 仍 为 反 序 , 如 果 :是 六 中 一 个 ,本 有 不 是 ， 
那么 ,这 次 调动 ! 仍然 在 & 的 后 面 , (&,!) 仍 为 反 序 . 同 理 , 若 大 为 
ij 中 一 个 ,而 ! 不 是 ,那么 (&,) 仍 为 反 序 .对 于 不 是 反 序 者 可 同 
样 说 明 . 

剩 下 的 只 需 看 i 和) 次 个 数码 了 , 如 果 在 原 排列 中 (i,j) 是 反 
序 , 新 排列 中 就 不 是 了 ;如 果 在 原 排列 中 i 和 j 不 是 反 序 ,那么 新 
排列 中 (i ,7) 为 肥 序 . 

总 而 诗 之 , 滁 个 排列 间 仅 差 一 个 反 序 . 1 

命题 3 当 n>1 时 ,n! 个 x 排列 中 , 反 序 数 为 偶数 者 恰 有 
一 半 , 即 z142 个 . 

证 明 设 所 有 反 序数 为 偶数 的 排列 作成 的 集合 为 A, 所 有 反 


序数 为 奇数 的 排列 作成 的 集合 为 B. 
建立 4 到 理 的 脆 射 "， 规定 A 中 元 
、 7 7, 到， (1) 
应 召 中 元 
了 (2) 


其 中 此 ,! 以 后 各 数码 在 两 排列 中 顺序 相同 .命题 2 已 经 证 明 前 者 
反 序数 为 偶数 时 ,后 者 之 反 序数 为 奇数 ,这 个 对 应 确 为 A 到 B 的 
映射 . 它 把 A 中 序列 前 两 数码 换 位 后 得 B 中 数列 ,显然 a 是 个 单 
射 ， 

又 ,B 中 每 个 排列 (2) ,前 两 数码 对 调 后 必得 A 中 排列 (1), 这 
个 排列 在 规定 的 映射 下 ,恰好 对 应 B 中 排列 (2); 也 就 是 说 ,这 个 
映射 是 下 射 :从 商 入 和 8B 有 村 同 多 的 元 素 , 各 为 x! 人. 1 

命题 4 将 一 ”排列 之 两 数码 (未 必 相 领 ) 对 调 ,得 到 的 新 排 
到 与 原 排列 的 反 序数 奇偶 性 相反 . 

证 明 我 们 只 证 明 原 排列 反 序数 为 偶数 时 ,对调 两 数码 后 的 
新 排列 之 反 序数 必 为 麻 数 .另外 的 情形 可 对 偶 地 得 到 证 明 . 
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设 有 排列 


和 《3) 
在 i 和 i 中间 有 个 数码 .对 调 i 和;, 得 
ki {4) 


如 果 (3) 之 反 序数 为 偶数 , 据 命 题 3, 将 i 和 六 对 调 , 余 者 不 动 ,新 
排列 
ja 
的 反 序数 必 为 奇数 .再 对 换 j, 和 得 新 排列 
sR (5) 
其 反 序数 奇 侦 性 变 了 + 次 .再 对 换 i 和 上 ,得 
jk 
继续 对 调 j, 与 &……j| 与 ,得 
haji (6) 
从 {5) 到 (6), 反 序数 的 奇偶 性 又 变化 了 1++ 次 . 
总 起 来 ,从 (3) 到 (6) ,两 排列 之 反 序数 的 奇偶 性 变化 了 2r +1 
次 ,(3) 的 反 序数 为 偶数 , 则 (6) 的 反 序数 必 为 奇数 . 1 
定义 2 设 P 是 并,2,…,xj 上 的 一 个 置换 , 记 


1 2 nt 
ea P(2) … po) 
当 排 列 PC1) ,P(2),…,Pln ) 的 反 序数 为 偶数 时 , 称 已 为 偶 置 换 ， 
否则 即 称 为 奇 办 换 - 
命题 5 侦 置 换 已 用 任意 方式 给 出 
2 122 机 En 
p= pi, Pl) sc (#) 
其 上 下 两 排 排列 的 反 序数 之 差 恒 为 偶数 , 若 P 为 奇 置换 , 则 任意 
一 个 排列 
ois i (7) 
的 反 序数 与 
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P(i1), Plis) ,eo, POi,) {8) 
的 及 序数 之 差 恒 为 奇数 . 

证 明 在 排列 (7) 中 对 调 i 和 某 个 #= 1 新 的 排列 变 奇 侦 性 
一 次 .相应 地 ,在 (8) 中 对 调 PCi) 和 P(ii ) 得 新 排列 ,奇偶 性 亦 变 
两 个 新 排列 排 在 一 起 ,仍然 是 置换 已 .而 新 表 法 的 两 排列 反 序 
数 之 其 与 原 表 法 两 排列 的 反 序 数 之 差 奇偶 性 相同 . 
继续 下 去 ,得 
1 2 和 
-(po P(2) … PP(o 及 
其 对 应 的 两 淹 列 反 序数 之 差 的 奇偶 性 与 (# ) 表 示 中 对 应 的 两 排列 
的 反 序数 之 差 的 奇偶 性 相同 .所 以 ,P 为 偶 置换 时 ,排列 (7) 的 反 序 
数 与 排列 (8) 的 反 序数 之 差 为 偶数 . PP 为 奇 置换 时 , (7) 反 序数 与 
(8) 的 反 序 数 之 差 为 奇数 . 1 

命题 6 王 个 奇偶 性 相 问 的 置换 复合 后 为 俩 置换 ,两 个 奇 侦 
性 相反 的 置换 复合 后 为 奇 置换 . 

证 明 设 已 ,Q 是 S 上 两 个 置换 . 我 们 只 需 证 明 , 若 Q 为 偶 置 
换 , 则 @*P 和 已 奇 偶 性 相同 ; 若 Q 为 奇 置换 , 则 Q*P 和 PP 奇偶 
性 相反 . 

Q 可 以 用 任意 方式 给 出 ,当然 可 记 为 

a-| Pl PQ) … Po ) 
QP(D) QP(D)) … QEPOANDT 


且 由 于 
(QP)D= Q(P(D), …(QPJCOO=QtP(Ca)) 
就 有 
1 2 ~ 四 
QPp= (Gpa)) QP(2)) … QP(n)) 
当 QQ@ 为 偶 置 换 时 , 据 命 题 5, 排 列 
P(1), P(2),°, Pln) {10) 


} (9) 
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的 反 序 数 与 排列 


人 @QCPID),QCPC2)) muQCP(Cn)) (11) 
的 反 序数 奇偶 性 相同 . 从 而 ,由 定义 2, 知 
1 2 
-人 on P(2)》 7 Pln) (12) 


的 膏 偶 性 与 (9) 中 的 QP 的 奇偶 性 相同 . 

当 QQ 为 奇 帝 换 时 , 据 命题 5, 排 列 (10) 的 反 序数 与 排列 (11) 

的 反 序 数 的 奇偶 人 性 相反 .从 而 ,置换 (9) 与 置换 (12) 奇 偶 性 相反 . 上 

命题 7 剖 换 己 的 赣 映 射 (在 此 处 称 为 道 置换 )P-: 与 已 的 奇 

偶 性 相同 . 

证 明 把 PP 表 成 (12) 形 式 ,容易 看 出 ,置换 
P(1) P(2) … P(xn) 

a-| ) 


1 2 和 n 
恰 为 了 之 道 置 换 已 . 
Q 的 上 下 两 排列 反 序 数 之 差 就 等 于 上 排列 
P(1),P(2),.…, Pln) 

的 反 序数 上 .由 命题 5，: 的 奇偶 性 与 @Q 的 奇偶 性 相同 .由 定义 2， 
+ 的 奇偶 性 就 是 P 的 奇偶 性 .所 以 ,已 和 Q 之 奇偶 性 相同 . 1 
习 题 五 

1 求 下 列 诸 排列 的 反 序 数 ， 

(a) 一 2 

Cb) ,3,72n 24 

2， 对 于 并 1,2,3} 上 的 置换 ,计算 Pi* Ps ,Ps*P;,P;*Ps 和 P,P;. 
3. 给 出 曙 换 


(13) 


1543256 
(143019 
的 北 置 找 . 
4"， 设 
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123 n-l an 
| 


2 3 4 nn 1 

证 明 :P, PoP,…,((P*P)*……P)*P 是 两 两 不 同 的 姓 换 . 
外 
$86 运 算 


从 小 学 时 代 开始 ,人 们 就 不 断 地 进行 各 种 "运算", 如 整数 加 整 
数 , 有 理 数 乘 有 理 数 , 到 了 中 学 阶段 ,进一步 知道 函数 加 函数 、 多 项 

在 这 众多 的 "运算 "中 有 哪些 东西 本 质 上 是 相同 的 呢 ? 哪些 性 
质 是 由 更 基本 的 位 质 派生 出 来 的 呢 ? 

在 《抽象 代数 中 ,所 说 的 运算 是 "4 千差万别 的 集合 为 对 象 的 ， 
不 只 限于 数 的 运算 而 已 . 

定义 1 设 S 是 个 非 空 集合 ,把 SxS 到 S 的 映射 称 之 为 S 
上 的 二 元 运算 ,简称 为 S 上 运算 . 

例 1 在 I 上 ,规定 任意 (zx,n)EIXI 对 应 整数 men ,此 映射 
即 大 家 熟悉 的 整数 乘法 . 

例 2 在 所 有 实 的 x x nn 给 阵 的 集合 M,、, 上 规定 ,任意 
(4,B)E M,、, XM,,, 恒 对 应 n Xn 矩阵 AB , 即 得 窍 阵 的 乘法 运 
算 . 对 任意 (4,B)E MX M ,规定 ,对 应 A + B 一 AB, 也 得 
到 Mx, 的 一 个 运算 . 

例 3 在 自然 数 集 N 上 ,规定 (m,n) 对 应 m" ,也 是 N 上 的 运 
算 、 

如 果 有 人 说 ,规定 (x ,n) 对 应 wz 一 ,那么 ,这 不 符合 运算 定 
文 ,这 不 是 NxXN 到 NN 的 映射 ,(2,3) 在 N 中 不 知 对 应 何 物 - 

例 4 在 I 上 规定 ,任意 (m,n) 对 应 整数 mm 一, 则 得 1. 上 一 

在 民 上 规定 ,任意 (m,n)€ERxR 对 应 实数 mfn……. 该 规 

S0 


定 , 当 n=0 时 ,是 无 法 实现 的 事 ,这 不 能 确定 RXR 到 R 的 映射 ， 
也 谈 不 上 运算 之 事 . 

例 5 设 有 A 是 个 非 空 集合 ,M(A) 是 所 有 A 一 A 的 映射 . 规 
定 , 对 任意 (8, PE M(A)xM(A), 也 就 是 /:A 一 A 和 g:A 一 
太 , 对 应 和 g 的 复合 映射 g* 了 EM(A), 得 到 集合 M(A) 上 一 个 
运算 . 

进一步 ,用 I(4) 代 表 所 有 A 到 A 的 可 道 映 射 的 集合 . 对 任 
意 (g,/)ET(A)XxI(A), 由 $4 命题 3 可 知 ,它们 的 复合 g。f 亦 
为 双 射 ,也 就 是 可 逆 , 即 g=AET(4) .规定 (g, 门 对 应 g*f, 得 到 
1(4 ) 上 一 个 运算 . 

特别 地 ,4A = 和 ,2, .2 ,上述 办 法 得 到 所 有 n 阶 置换 的 集 
合 上 的 一 个 运算 . 

对 于 集合 S 上 的 运算 68. 我 们 可 以 用 a,65E S 来 代替 (a,6b) 
ESxXS 这 样 的 说 法 ,当然 a,5 是 有 顺序 的 , 即 先 说 a 后 说 4, 与 
先 说 6 再 说 a 是 不 一 样 的 .同时 ,可 以 把 映射 9 写 到 中 间 , 即 

lta,b))=aW. 

比如 , 例 1 的 映射 记 为 x ,也 就 是 

XN = mn. 
例 3 中 的 运算 可 记 为 pr@n =m”. 
例 6 对 于 有 限 集 ,可 以 把 它 上 面 的 运算 用 … 个 表 来 指明 . 
如 5S=1a,5|, 家 
9 | 


ae b a 
a | a 5 和 4b a b 
6 6 a a 5b 他 


表示 
aba = a, a =h, bha = bh, bb =a. 
这 种 玫 称 为 运算 表 . 竖 列 中 的 每 个 元 与 横行 中 每 个 元 所 对 应 
的 元 素 记 在 它们 相对 的 交叉 路 口 
例 7 设 A 是 一 个 集合 ,S 是 A 的 竹 集 即 S 是 AA 的 所 有 子 集 
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的 集合 .规定 (LT, V)E Sx3S, 也 就 是 U,VES, 换 言 之 UVS 
在 ,对 应 它们 的 并 集 UU V, 则 得 S 上 一 运算 . 同 理 ,规定 U,VE 
S 对 应 它们 的 交集 D 门 了, 也 得 S 上 一 个 运算 . 

例 8 设 R, 是 实 平 面 上 所 有 向 量 的 集合 . 规定 ,任意 w,vE 
Ra: ,对 应 下 和 ?” 按 举行 四 边 形 法 则 合成 的 那个 向 量 & + v. 这 是 R 
上 的 一 个 运算 . 

例 9 对 一 个 给 定 的 正 整 数 n, 1 表示 一 个 有 >” 个 元 素 的 集 
会 , 它 的 元 素 用 0 到 n 一 1 个 数字 加 上 * 来 表示 , 即 

b=10° ,1 ,2 ,Cn -1)" 1}. 
我 们 知道 ,对 任意 整数 六, 作 除 法 , 必 有 q,rE1I 使 得 
天 二 gr Or<<7 

而 且 g,r 均 由 ox,n 唯一 确定 ( 若 又 有 qi, rt 满足 上 述 要 求 , 则 
(gq)n=rorn,d nl(r,-r) 和 Nar-r=0, ri=r, gi = 9). 

对 任意 2 ,j" ELT, 其 中 i,j 是 不 于 x 的 非 负 整数 , 作 除 法 ， 
可 确定 唯一 的 + 满足 

itj=gntr, Or<n (1) 

规定 (2" ,j" )ET, XI 对 应 (1) 中 得 到 的 + 加 x , 即 (2 六) 对 应 
7 .由 于 0 所 r<n,r' 是 1 中 确定 的 元 素 . 

这 就 得 到 I. 上 一 个 运算 , 称 为 加 法 . 记 + (zi ,j" )=z' 或 者 

i tj "=", 
以 下 为 例 ,其 运算 表 


+ | 0’ 1 2 3 二 5 
日 ” 人 7 工 2 3 4 5 
1" 1 2" 3° 4° 3 0 
2° 2° 3 中 5s” 0 1 
3 3 4 5 0' 1 > 
4” 4° 5 0 1° 2 3， 
5 5 0 下 2， 3 + 
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同样 道理 ,对 任意 0 所 i,j <n, 作 除法 ,可 得 唯一 的 g,r 使 
irj=gitr, Or<n. 
我 们 规定 ,任意 i" ,j" ET, ,对 应 上 法 唯一 确定 的 这 个 + 加 上 *， 
即 
0(i* ,j* )=r*, 

这 是 上 XL, 名 工 的 映射 ,8 是 I。 下 的 一 个 运算 , 记 9{i" ,j”) 为 
站 Xj" ,并 称 之 为 I， 上 的 乘法 ,有 妈 i”Xj" =r" .这 个 运算 所 对 
应 的 表 是 ( 仍 以 3 作为 例子 ) 


x | 0 于 2 3° 4 5 
0 0 0° 0 0 0° 0 
1° 0 于 2° 3" 4" 5 
2 | 0 2 4 0 2° 4” 
3” | 0 3 0 3” 0 3° 
4 0 4 2 0 4 2 
5 0 5 4 3 2 1 


这 个 例 中 两 种 运算 具有 一 定 的 典型 意义 ,读者 应 很 好 地 掌握 . 

为 了 进一步 了 解 L ,我 们 给 出 一 个 关于 整数 性 质 的 引 理 ， 

一 个 整数 a 可 以 表 成 a= he ,其 中 和 c 都 是 整数 , 则 说 6 和 
c 是 a 的 因子 ,或 说 它们 能 整除  , 记 为 5ja，cla. 

如 果 整 数 p 不 等 于 0, -1,1 且 它 只 有 因子 1, -1,p 和 一 pp， 
则 称 p 为 素数 . 

所 谓 两 个 整数 a,6 的 最 高 公 因 子 d 是 有 下 条 性 质 的 一 个 正 
整数 : 

(1) qa 是 a 的 因子 也 是 6 的 因子 ; 

《2) ”如 加 整数 c 是 a 的 因子 ,又 是 5 的 因子 , 则 c1d. 

最 高 公 因 子 亦 称 最 大 公 因子 ， 

引 理 1 任意 两 个 非 蔚 整数 a,b 恒 有 最 高 公 因子 4d, 且 必 有 
5,1EI1 使 4= sa+ 4b. 
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证 明 设 
D=izEIlz=aa+ 妇 ,xyE 开 . 
万 中 必 会 正 数 ,比如 说 ,车 ka + 5<0, 则 必 有 
(-k)at+(—-1)b>0. 
设 训 ED, ij>0, 看 口中 是 否 有 i 使 
il>i>0. 
再 看 口中 是 否 有 is 使 得 
iz>ia>0. 
由 于 ii 是 一 个 正 整 数 ,这 样 找 下 去 ,最 后 总 要 有 d4€D, d>0, D 
中 任何 正 整数 都 不 小 于 4 .但 i€ D 意味 着 有 s,t+EI， 
d=sa+ 妈 . 
现在 来 证 明 d 是 a,b 的 最 高 公 因 子 . 
首先 , 作 除法 ,有 
a=dgt+r, 0<r<d. 
从 而 有 
r=a~dg=a-(sa+itb)q=(1—s)a+(-t9)8, 
这 说 明 rED, r 渤 0. 倘 车 7>0, 则 与 4 的 取 法 矛盾 . 故 =0， 
好 le. 同 理 d15. 
其 次 ,对 于 a 和 6 的 任意 一 个 公 因 于 c, 由 于 cia, c16 ,进而 
cl(se)，c|( 弛 ) 故 
cl(sat+tb)=d. 
而 sa+ 办 =d, 所 以 cld, 这 就 说 明了 ,d 是 最 高 公 因子 . 1 
引 理 2 设 5 为 正 整数 ,a 为 任意 整数 , 则 a 和 的 最 高 公式 
d 可 表 为 d= sa + 培 , 3 ,1El, O03<b. 
证 明 车 a=0, 则 5 就 是 a,5 的 最 高 公 因 于 ,5 一 0a+16b 即 
为 所 求 . 
车 < 天 0 ,利用 上 引 理 , 必 有 7, 天 EI 使 
d=jathb, (x#) 
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d 为 a,6 之 最 高 公 因子 . 作 除 法 ,有 
j=mb+s, 0Ss<6, 
代 人 (* ) ,得 d= (mb+s)a+h6, 也 就 是 
d=sa+ (math)b, Os<b. 1 
推论 1 设 p 为 察 数 ,对 任意 i” EL, 和 如果 ;天 0, 则 必 有 < 
上 使 i* xj =1". 
事实 上 ,i 和 p 的 最 高 公 因子 为 1, 据 上 引 理 ,有 j< 记 使 
l=jitmp, 1’°=i" xj’. I 
定义 2 设 ' 为 集合 4 上 一 运算 .车 对 任意 a,5,cE A, 都 有 
lah)'c=a(b'e), 
则 说 运算 满足 结合 律 . 
比如 , 例 1 中 的 I 上 乘法 , 例 2 中 M,x, 上 的 加 法 , 例 7 中 子 集 
的 交 运算 和 并 运算 , 例 8 中 向 量 的 平行 四 边 形 合成 运算 ,等 等 ,都 
满足 结合 律 . 
例题 1 证 明 例 2 中 M,、, 上 运算 ， 
A9B=A+B- AB, 


也 满足 结合 律 . 
证 明 对 任意 A,B,CEM,x,, 有 
(AGB)OC= (A+B-ABYIC =(A+B-AB)+C-(A+B-AB)C 
=A+B+C- AB- AC-~ BC+ABC, 
AG(BIC)= AG(B + C- BC) 
=4+(B+C-BC)-A(B+C-BC) 
=A+B+C-BC- AB-AC+ABC, 
也 就 是 (A9B)8C =A8( BOC), 9 满足 结合 律 . 于 
例题 2 证 明 例 9 中 1 上 加 法 满足 结合 律 . 
证 明 任 取 i* ,j',k'EL. 设 
i+j=qgnt+r, 0O<r<r， {1) 
jtk=pnts, OKs<n, {2) 


rtk=intt, OSt<n, (3) 


sti=hatu, OCu<n. {4) 
那么 ,应 有 

i 

r+tk =+t, s+i’ =u’, 
也 就 是 


人 
但 是 ,把 (3) 代 人 (1 ), 知 
(Gti)tk=gntrik={(gti)ntt, Ot<n, (5) 
而 把 (4) 代 人 (2), 得 
it(j+tR)=itstpn=(kRtp)ntu, Ogi<n. (6) 
由 有 内 法 余数 的 唯一 性 (实际 上 就 是 (6) 减 去 (5) 之 两 端 , 锥 出 x -上 
能 被 整除 ,但 -mn<u-i<nm, 必 有 zu- 上 =0,x= 虽 得 到 zw= 
zt. 所 以 ,z" = ww" ,1, 的 加 法 满足 结合 律 . 1 
仿 比 ,可 以 证 明 5 上 的 乘法 也 满足 结合 律 . 
例 5 中 ,M(A) 上 映射 的 复合 运算 也 满足 结合 律 ,已 在 $4 命 
题 1 中 证 明 . 
例题 3 1 上 减法 ( 见 例 4) 不 满足 结合 和 
证 明 取 整 数 3,2,1E€1， 
(3-2) -1=0z3- (2-1)=2, 
即 说 明 结 合 律 不 成 立 . 1 
例题 4 自然 数 N 上 运算 8( 见 例 3), mm = mm" ,不 满足 结合 
律 - 
证 明 取 2,1,3EN, 则 
(201)03=2'03=2 =8， 
20(103)=291 =201=2!=2, 
(281)83#20(103). 1 
设 : 是 集合 A 上 的 一 个 运算 .如 果 它 满足 结合 律 ,那么 对 任意 
三 个 元 素 a ,b,c( 有 顺序 的 ) 有 (a'6b)*c =a*(b'c). 而 对 于 四 元 
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须 序 的 元 素 e,acydE 人 ,可 计算 出 
((eb) cd (ac a(ble'd)) 

及 (a'(b'c))"d 等 A 中 元 素 , 这 些 元 素 的 关系 如 何 呢 ? 

一 般 来 说 , 按 顺 序 给 定 A 的 n 个 元 素 

Qi nr 

在 指定 的 运算 之 下 要 对 应 A 中 一 个 元 素 , 不 单单 与 这 些 元 素 ,与 
所 给 顺序 有 关 , 而 且 还 与 如 括号 程序 ( 即 运算 程序 ) 有 关 . 

对 于 这 给 定 的 ” 个 元 素 , 只 有 有 限 种 加 括号 的 方法 .可 分 别 
记 为 

程序 (al as)， #2=1,2,,t. 
特别 地 , 记 从 前 往 掉 逐次 加 括号 者 
《CCairaa) es) as) an 

为 el vaz men: ， 

命题 1 给 定 A 上 运算 ' 和 任意 (有 序 的 ) 元 素 al ,aa，…av， 
如 果 运 算 ' 满 足 结合 律 ,那么 ;=1,2,…,: 都 有 

程序 (also 一 aa ec- 

证 明 对 ”用 数学 归纳 法 . 

当 n=2,3 时 ,命题 成 立 . 

假设 命题 对 于 元 索 个 数 少 于 n 个 时 成 立 .我 们 研究 cl ，… , a。 
的 一 个 运算 程序 


程序 , (a as，…av ). 
不 管 中 间 加 了 多 少 括号 ,最 后 一 步 ,必然 是 计算 出 来 的 两 个 元 素 运 
算 . 不 妨 设 为 
程序 ; (a ,… ,aw) 程序 (an a) 
其 中 0< m<<. 程 序 , 是 mw 个 元 索 的 一 个 运算 程序 , 按 归纳 法 候 
定 , 它 等 于 
Ql da ean. 
程序 , 是 ”~ xm 个 元 素 的 运算 程序 ,> - m <<n, 按 归纳 法 假定 , 它 
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等 于 
oa 
所 以 ， 
程序 ; 《a1 ,san)= 《aran) (an as) 
= (eta) (amr an) an). 
由 3 个 元 泰 的 可 结合 性 质 知 , 它 又 等 于 
《人 (al am ) (anri van-1)) as- 
再 对 前 边 :一 1 个 元 素 用 归纳 法 假定 ,最 后 得 
(aa iesy 一 ai a 1 
今后 ,如 果 知道 一 运算 满足 结合 律 ,可 把 cl ,…,a, 的 任意 一 
个 (有 序 的 ) 演 算 程序 都 写成 a1* 4a，*…*a，. 
定义 3 设 * 是 集合 A 上 的 一 个 运算 . 如果, 对 任意 4a,5E€ 有 A 
都 月 a*6=45"a, 则 说 运算 :满足 交接 律 . 
比如 I 上 加 法 和 乘法 ,I, 上 加 法 和 乘法 , 子 集 的 交 运 算 与 并 运 
算 , 等 ,都 适合 交换 律 ， 
而 矩阵 乘法 ,映射 的 复合 运算 ,等 等 ,都 不 适合 交换 律 . 
命题 2 设 * 是 A 上 一 个 运算 .如 果 运 算 ' 适 合 结合 律 和 交换 
律 ,那么 个 元 泰 
QlsQ2 an 
的 任何 一 个 顺序 的 任意 一 个 运算 程序 
程序 (en ,aa ai )， 
都 等 于 al az…'…a, ,其 中 让 ,加 in 是 数码 1，…,n 的 一 个 排 
列 . 
证 明 ”对 n 用 数学 归纳 法 . 
当 =2 时 ,命题 成 立 . 
假定 命题 对 元 素 个 数 少 于 = 的 情形 成 立 . 
对 于 
4 二 程序 (a :ai )， 
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可 设 i, =: 由 命题 1 知 


a =(a a ) (an (a a )) 
=((a Qa) Can ai )) a 
由 归纳 法 假定 上 式 之 前 括号 中 的 元 等 于 
U1 2 a 
从 而 a= (Carareea i) a 1 


历史 上 ,人 类 最 早 学 会 的 运算 是 正 整数 的 加 法 . 经 过 多 年 实 
践 , 才 认识 到 把 “没有 ” 记 成 数字 0 是 非常 方便 的 . 

0 在 整数 集 工 的 加 法 运算 中 有 特殊 作用 ,对 任意 mE1I, 都 有 

m+0= ne. 

在 其 他 的 运算 中 ,也 常常 见 到 这 种 元 素 , 故 有 

定义 4 设 ' 是 集合 A 上 的 一 个 运算 .如 果 元 素 eE A 对 任何 
aEA 都 有 

Qa'e=e'a=a, 

则 说 e 是 A 对 于 运算 :的 一 个 单位 元 或 恒 等 元 ,也 有 人 称 之 为 么 
元 、 中 性 元 . 

例如 , 数 0 是 整数 集 T 对 其 上 的 加 法 运算 的 一 个 恒 等 元 ,因为 
对 在意 m EI, 都 有 mx+0=0+ m= ne. 

数 1 是 整数 集 1 对 其 上 的 乘法 运算 的 恒 等 元 , 因为 对 任意 
坑 EI 都 有 mr X1=1Xm= rm. 

设 A 是 集合 ,S 是 A 的 所 有 子 集 的 集合 ( 例 7). 那 么 A 是 S 
上 交集 运算 的 全 等 元 ,对 任意 USA ,都 有 

UNA=ANU=U. 
类 似 的 , 空 集 人 是 S 上 并 集运 算 的 便 等 元 ， 
UUG=@GUU=U. 

设 M(A) 是 非 空 集 A 上 拷 有 到 A 自身 的 映射 的 集合 ( 例 5). 
人 恒 等 映射 J。 是 M(A) 对 映射 复合 运算 的 单位 元 . 

0’ 是 I 对 加 法 的 恒 等 元 ,1' 是 1 对 乘法 的 便 等 元 . 
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例 2 中 ,规定 
AB=A+B-AB, 
此 运算 之 下 零 矩阵 O 〇 ,、, 为 恒 等 元 . 
例 3 中 ,规定 mbm = xm”, 在 此 运算 之 下 N 中 无 恒 等 元 . 只 要 
取 数 2, 车 有 :EN, 使 


20: = 102=2, 
即 2: = 关 =2, 必 导出 基 盾 ， 

偶数 集 在 数 的 乘法 运算 之 下 ,无 恒 等 元 

命题 3 集合 A 对 其 上 的 运算 :而 言 ,如 如 果 有 恒 等 元 ， 则 必 唯 


事实 上 ， 设 e,f 都 是 运算 ,之 下 的 恒 等 元 . 由于。 是 恒 等 元 ， 
故 有 


of = fe= fs 
而 由 / 是 恒 等 元 ,又 应 有 

fe=ef=e; 1 
所 以 e=/. 

习题 六 


1. 在 整数 集 I 上 ,规定 ,任意 m,nE1 对 应 
(a) zatt+li {b) mi (co) 2 (dd) 1 
得 到 的 T 上 运算 中 , 脏 些 满足 结 台 律 ,哪些 满足 交换 律 ， 

2. 完成 下 面 的 运算 表 , 使 其 满足 交换 律 


| = y = 也 


x 并 z y 
> > 

z 2w z y 

矶 w 了 2 


3. 证 明 : 对 任意 ,s",z" EL ,都 有 
人 

4. 设 8 是 集合 A 上 的 运算 , r 是 集合 B 上 的 运算 . 规定 ,生意 
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(eai)ifazybz)EAx 吾 对 应 


(a1 Bas sb1 ba)» 
则 得 Ax BB 上 一 运算 .进一步 ,如 洒 9 和 = 都 满足 结合 律 , 则 所 得 到 的 Ax B 
上 运算 也 满足 结合 律 
$5， 设 集合 4 仅 由 “好 "、 坏 "二 字 组 成 ,A 上 运算 表 是 
© 好 坏 
本 好 好 
坏 | 好 环 


证 明 : 该 运算 满足 结合 律 和 交换 律 ,并 找 出 便 等 元 . 
6， 在 整数 集 1 上 规定 
mOn=2m+n, 


则 此 运算 不 满足 结合 律 ,也 不 满足 交换 律 ,也 没有 恒 等 元 、 
小 络 


本 章 内 容 是 学 习 抽 象 代数 必 备 的 一 些 基 础 知识 . 

有 些 概念 ,如 集合 ` 子 集 、 寡 集 、 交 集 、 并 集 、 集 合 的 笛 卡 尔 积 ; 
映射 、 值 域 .定义 域 等 在 初等 数学 中 就 已 出 现 过 ,相信 读者 接受 起 
来 无 大 问题 . 

抽象 代数 学 主要 讨论 各 种 代数 运算 的 运算 规律 .本章 给 出 的 
运算 概念 是 初等 数学 中 " 数 的 加 法 "“ 多 项 式 乘法 "和 矩阵 乘 专 "的 
推广 .初学 者 每 遇 到 一 个 新 的 "运算", 应 首先 按 定义 检查 -一下 它 是 
否 复合 定义 ,然后 进一步 验证 它 是 否 满 足 结合 律 .交换 律 ,有 没有 
单位 元 .再 就 是 将 新 的 运算 与 你 已 知 的 数 的 运算 、 和 矩阵 运算 比较 异 
司 . 温 训 而 知 新 ,你 对 已 经 见 过 的 各 种 运算 的 性 质 认识 得 越 深 刻 ， 
那么 你 接受 新 的 运算 就 会 越 快 . 

“映射 "建立 两 个 集合 之 间 的 联系 .在 今后 讨论 各 种 代数 体系 
时 都 是 最 重要 最 基本 的 工具 . 同时 ,映射 的 合成 给 出 了 映射 间 的 一 
种 "运算 ”; 特 别 是 置换 的 合成 ,将 在 本 课程 第 二 章 与 第 三 章 中 不 断 
拿 出 来 做 例子 . 
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所 以 ,抽象 代数 学 特别 关注 “合成 ”关心 一 个 映射 是 不 是 有 
逆 , 从 而 引出 了 “可 逆 映 射 "概念 ,也 引出 了 “有 左 逆 "和 “有 右 逆 ” 的 
讨论 ,这 与 映射 是 单 的 是 满 的 有 关系 .$4 的 定理 2 沟通 了 有 道 与 
双 射 的 关系 . 
关系 等 价 关系 .分 类 与 商 集 等 内 容 是 本 章 的 重点 ,也 是 难点 ， 
是 读者 能 否 继续 学 习 好 本 课程 的 关键 之 一 . 复习 总 结 时 ,可 按 例 
11 讲解 的 顺序 ,通过 这 个 实例 摘 清 楚 关 系 、 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 
性 等 价 类 分 类 、 商 集 等 概念 的 含义 、 
然后 ,下 进一步 从 理论 上 弄 通 等 价 . 分 类 、 商 集 抽 象 定 义 的 实 
质 . 
最 后 ,如 果 你 能 自己 举 出 实例 来 解释 这 些 术语 ,才能 真正 地 和 
EF 地 记 住 它们 . 
书 中 提 到 的 “完全 集 "概念 已 超出 《考试 大 纲 ) 的 范围 ,当然 不 
要 求 读 者 掌握 .但 知道 顽 集 代表 元 选择 中 的 种 种 问题 有 利于 深刻 
理解 商 集 的 本 性 . 


全 


凡 


复习 题 


1， 设 4,B 是 集合 .证 明 :A UB=B 的 充分 必要 条 件 是 ASSB; ANB 
= 日 的 充分 必要 条 件 是 BSA . 
2， 设 4,B,C 是 集合 , 且 CSA, CSB. 证 明 : 
AN{B-C)=(ANB)-C. 
3. 设 电 是 个 集合 , 且 Ai: 夺 B, iEI. 则 必 有 
B- WA- DB-A). 
4. 用 子 集 来 描写 映射 关系 .在 1xXRR 中 ,下 列 哪 些 子 集 确定 1 到 RR 的 映 
射 ; 
(a) 人 mm)|meE 于 ; 
(b {2m,m)l mED; 
{eo) [m,n)llml= al m,n€Ell; 
《9) m2m+1)HmEDNUIm-1,2m -1) ImeEN. 
5， 设 /是 A 到 BB 的 上 映射,/;:A 一 B. 对 任意 工 ,yE A 规定 xRy 当 而 且 


只 当 f(x)=f(y). 证 明 :R 是 A 上 的 等 价 关系 . 

设 A=1 一 2, 一 1,0,1,2,31, B= {0,1,2,4,91 .对 任意 xE€A, f(x)= 
字 , 求 由 这 个 了 确定 的 关系 只 ,并 用 分 x A 的 子 集 形式 给 出 来 - 

6， 设 S 是 所 有 平面 三 角形 的 集合 . 设 人 ABC ,分 AB'C’ 属 于 S. 证 明 : 
平面 几何 学 中 公 ABC92 人 A 人 ABC {相似 ) ,是 个 等 价 关 系 、 

7.， 设 了 是 复数 集 C 到 的 映射 ， 

/rz)=r, rEC, 
王 是 实数 集 及 到 R 的 映射 g{y)=y, yER. 设 
SI= | lmEI, Ss=1{1,-1l, Ss= {mlmET, 
分 别 求 出 "(5S,),g (S10) ,1 (S22) ,8 TS ,7 ' (8),g (5S;). 
8. 设 了 是 正 整数 集 N 到 N 的 映射 ， 
fiirit1l, iEN. 
证 明 : 可 以 找到 无 穷 多 个 N 冯 和 N 的 映射 g 使 得 8 "了 等 于 N 上 的 但 等 映射 ,但 
NN 到 N 胸 任何 映射 均 不 能 使 得 六 六 为 便 等 映射 . 

9. 设 ' 是 集合 S 上 的 一 个 二 元 运算 ,满足 结合 律 -那么 对 于 S 的 筹集 
25( 所 有 S 的 子 集 的 集合 ) 规 定 , 对 任意 4 ,BE2s ,也 就 是 4,BES, 对 应 25 
的 元 索 (S 的 子 集 ) 

la'bla€E A, bEBL!, 
并 把 这 个 子 集 记 为 A@B. 证明: 是 23 上 的 结合 的 二 元 运算 . 
10， 在 I 上 规定 对 任意 m ,mcEL， 
mx*n=mi+n- mn, 
其 中 右 蝙 的 加 、 磊 季 均 为 通常 的 数 的 运算 .证 明 : * 是 I 上 结合 的 .交换 的 运 
算 , 而 且 有 恒 等 元 . . 
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第 二 章 群 与 子 群 


一 个 集合, 对 于 它 上 的 一 个 运算 ,满足 结合 律 等 几 条 极 简单 而 
又 极 自 然 的 盈 求 , 即 说 沪 集 合 对 这 个 运算 构成 群 ， 

物理 学 化 学 .生物 学 ,甚至 社会 科学 中 都 有 很 多 很 有 趣 的 群 
的 例子 . 群 疮 研究 工作 是 有 广泛 的 实际 背景 的 . 

群 又 是 抽象 代数 学 中 最 基本 的 代数 体系 ,是 本 课程 要 讨论 的 
其 它 各 种 代 玫 体系 的 基础 . 

一 般 来 说 ,学 习 群 的 理论 要 从 两 个 方面 人手. 

一 是 先 搞 慌 定义 , 群 是 什么 东西 , 它 包 合 哪 些 对 象 ,有 哪些 基 
本 性 质 , 它 术 哪 些 分 类 的 办 法 . 

男 一 个 方面 是 ,怎样 的 黄 个 群 ,从 代数 学 的 观点 米 看 是 一 样 
的 ,只 要 研究 了 一 个 , 另 一 个 就 完全 清楚 了 .怎样 的 两 个 群 ,从 代数 
学 观点 来 看 :一 个 是 另 一 个 的 “缩影 ”怎样 的 群 可 以 看 成 是 由 更 简 
单 的 群 “拼凑 " 面 成 的 . 

后 者 是 我 们 要 在 第 三 章 讨 论 的 主要 内 容 ,前 者 就 是 本 章 要 处 
理 的 问题 


81 群 的 定义 


定义 1 一 个 集合 G 和 G 上 的 一 个 运算 .满足 下 列 条 件 , 则 
说 G 对 :构成 群 ,或 说 (G,') 是 个 群 ,在 不 致 引起 漫 乱 时 ( 即 从 上 
下 文 可 以 清楚 判断 所 说 的 运算 时 ) 也 可 以 简单 地 说 ,G 是 个 群 : 
(1) 结合 律 ， 
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{2) 有 恒 等 元 , 即 有 e€ 避 ,对 任意 a€ GG, 都 有 
erad=a'e=ay 
{3) 每 个 元 都 有 逆 元 素 ,出 对 任意 a€G, 都 有 bE G 使 得 
ab=bu=e. 
例 1 《I, + ) 是 个 群 ， 
我 们 已 经 知道 ,(1, 1 ) 满 足 结合 律 ,0 是 恒 等 元 ,进一步 ,对 任 
意 整 数 m4 ,整数 一 in 使 得 
mtt—m)={ -m+m=0. | 
例 2 (1, x ) 不 是 说 . 虽然 , 它 满足 结合 律 , 有 便 等 元 1, 有些 
元 素 有 道 元 ,如 对 1 有 元 素 上 使 1Ix1=1x1l=1, 对 -1 有 元 束 一 1 
使 
{-Dx(-1D=(-Dx(-1)=1, 
但 不 i 有 整数 » 使 2xn=1. 
只 要 有 一 个 元 素 没 有 逆 元 , 即 可 说 明 这 不 构成 群 . 
例 3 设 NN 为 正 整数 作成 的 集合 . 它 对 于 数 的 加 法 十 不 构成 
群 , 因 为 它 没有 恒 等 元 . 如 果 翅 N 添上 0 作成 非 负 整 数 的 集合 M， 
那么 (AM, + ) 也 不 是 群 , 因 为 1 无 道 元 . 
例 4 集合 ;01 在 数 的 加 法 之 下 ,构成 群 - 
例 5 所 有 正 的 有 理 数 的 集合 A ,在 数 的 乘法 之 下 和 作成 群 . 
首先 要 验证 ; 数 的 乘法 确实 是 A 上 的 一 个 运算 . 设 min, plg 
EA, 则 整数 六 ,1 同 导 ,整数 p,qg 同 导 , 所 以 mp ,ng 同 号 , 即 
mp/Ang) EA. 
其 次 ,A 对 数 的 乘法 当然 满足 结合 律 . 
再 次 ,1 是 A 在 乘法 之 下 的 恒 等 元 ， 
最 后 ,对 任意 mjn EA, 由 于 m,n 是 同 号 的 非 零 整数 , 知 
nfmEA, 且 
Cmfn) x (nfm)=1. 
即 A 的 每 个 元 素 都 有 逆 . 
所 以 (4A，,x ) 构 成 群 . 
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例 6 第 一 章 §6 之 例 5,A 为 非 空 集合 ,I(A) 为 所 有 A 到 A 
的 双 射 的 集合 ,为 映射 的 复合 运算 , 则 ( 几 A)，) 是 个 群 . 因为 ,在 
前 一 章 ,我 们 已 经 证 明了 ,两 个 双 射 的 复合 确 为 双 射 , 觅 射 的 复合 
满足 结合 律 , 恒 等 映射 i。 使 得 对 任意 FE M(A) 都 有 产 癌 = is 
= 人 还 证 明了 ,每 个 双 射 了 都 有 北 映 射 g 使 之 

frg=g°f=ia. 

但 是 , 当 A 的 元 素 的 个 数 大 于 1 时 ,A 到 A 的 所 有 映射 的 集 
合 M(A), 在 映射 的 复合 之 下 不 构成 群 . 

取 aE€ 有 A, 规定 A 中 每 个 元 都 对 应 a ,所 得 之 映射 了 不 是 满 
射 .由 第 一 章 84 定 理 2 知 了 不 是 可 道 映 射 ,也 就 是 f 没有 首 元 
素 . 

读者 先 复习 一 下 第 一 章 $6 的 例 9, 然 后 看 下 面 的 两 个 例子 . 

例 7 对 任意 正 整数 二 ，(L ,+ ) 是 个 群 . 

例 8 对 任意 素数 p, 令 A 为 到 中 去 掉 元 素 0' 后 所 余 元 素 
的 集合 , 即 

有 = 得 ,2 ,00%,(p-1)"|. 

按 的 乘法 规定 4 的 乘法 x , 则 (A ,x ) 为 一 个 群 . 

首先 ,要 说 明 1 的 乘法 确实 可 在 4A 上 导出 一 个 运算 . 也 就 是 
要 说 明 , 按 了 的 乘法 ,A 的 任意 元 察 r" ,s* 对 应 的 r* xs "确实 
是 A 中 元 宗 . 而 A 与 I 差别 只 在 元 素 0' ,也 就 是 说 , 要 证 明 
r,s' ZF0" 时 rr" Xs' 0°. 

事实 上 ,r 和 ; 不 为 0 且 小 于 户 ,它们 与 户 互 素 , 故 prs) ,rs 
用 p 除 不 会 余 0, 故 7 ' Xs' 关 0”. 

其 次 ,要 说 明 A 对 此 乘法 满足 结合 律 、 

再 次 ,可 以 看 出 1" 是 A 在 该 运算 之 下 的 恒 等 元 .以 上 两 款 都 
是 很 自然 的 事情 . 

最 后 ,要 说 明 , 当 ' 隆 0* 时 , 即 "EA 则 必 有 z:" EA 使 
"XE 二 1" Xr" =1" .这 个 问题 ,我 们 已 在 前 一 章 §6 引 理 的 推 
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论 中 解决 过 了 . 

例 9 对 任意 给 定 的 实数 对 (a ,5)，c 天 0, 用 大。 代表 有 到 民 
的 映射 ,对 任意 zER, faz+5. 令 

A={fEM(R)|f- fs 2,6ER, az0}. 
对 任意 记 。,A.EA, 由 于 
(Fe 天 2)(Z)= 太 oa(z))= 天 so(czrt+G) 
=acr +ad+6, 
朋 ac 天 0, 故 
大 大 ssEA- 

这 说 明 ,映射 的 复合 是 A 上 的 一 个 运算 . 当然 满足 结合 律 . 

由 于 ol(z)=1'x=ig(z),， fio 即 为 A 的 恒 等 元 . 

对 任意 AoEA, 直 于 a 天 0, 故 wu 的 倒数 a ! 隆 0. 从 而 
大 -usEA, 且 

2 

也 就 是 As 有 道 . 

所 以 ,(A，*) 是 个 群 . 

下 面 ,我们 看, 一 个 群 具有 怎样 的 简单 性 质 .将 来 ,一 旦 验证 了 
某 个 集合 及 其 上 的 一 个 运算 满足 了 群 的 定义 中 的 三 条 要 求 ,那么 ， 
它 就 一 定 有 这 些 性 质 ,就 不 需 每 次 都 来 证 明 它 有 这 种 共性 了 .这 正 
是 公理 化 方法 的 优点 . 

命题 1 设 (G，') 是 个 群 ,那么 G 中 任意 元 素 a 只 有 唯一 的 
一 个 揽 元 素 ， 

证 朋 设 有 z,yEG 使 得 

QQ Te yaay=e, 


其 中 e 为 G 之 单位 元 .于 是 


LZ=x'e 《e 为 单位 元 ) 
=z(a'y) (a'y=e) 
=(z'a):y (结合 律 》 
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一 evy 人 《za=e) 
=y. (e 为 单位 元 ) I 
既然 群 G 的 每 个 元 素 4a 都 唯一 确定 一 个 逆 元 ,我 们 就 将 a 的 
逆 记 为 a”'- 即 
ae !=a ''a=e, 
其 中 e 经 常用 来 代表 群 的 单位 元 . 当 涉 及 到 的 群 比较 多 时 ,再 用 
ec 表示 是 G 的 单位 元 ,有 时 还 要 详细 指出 是 对 何 种 运算 而 言 的 单 
位 元 . 
进一步 , 当 集 中 精力 只 讨论 一 种 运算 ,党 将 运算 符号 省 掉 , 简 
记 (G,*) 为 G, 生 i 记 a*6=ab. 
命题 2 设 G 是 个 群 .对 任意 a,5EG 有 
(a lt) =a, b 0a =(ap) 
证 明 ”由 于 a ' 是 a 的 逆 , 故 有 


au a a=e. 
这 也 说 明 ,对 于 元 素 e ' ,我 们 有 元 素 a 使 得 它们 满足 二 式 . 据 定 
义 a 是 a ' 的 一 个 逆 , 逆 元 素 是 唯一 确定 的 , ec 的 道 元 应 记 为 
(a 1) . 故 
a=(a ') 1 
又 由 
(5 1a!)(ab) 
=B (a a) (结合 律 ) 
=b (eb) {a ia=e, 结 合 律 7 
=6 416 《e 为 单位 元 ) 
=e， 《6 ! 是 6 的 逆 元 》 
以 及 (a5)B aa 1)=e, 即 知 5 'a :是 oa5 的 逆 元 素 , 从 而 
(ab) =b a !. 1 
命题 3 设 G 为 群 . 对 任意 a,b:cEG，m=ac 莉 涵 5= ec， 
ba = ca 蕴涵 6= c, 并 分 别称 为 左右 消去 律 . 
证 明 车 mg= ac, 用 元 素 a 乘 等 式 两 端 ,有 
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a !(ap)=a Icec)》， 


{a ia 和 二 (ae ‘wu)e, (结合 律 ) 
eb =ec, (a 和 a : 互 为 道 元 ) 
五 = 《e 是 单位 元 ) 
阿 理 可 证 群 满足 右 消 去 律 . I 
推论 1 如 果 G 是 个 群 ,a ,…,as EG, 则 
(aa) = arar'. 


读者 可 用 数学 归纳 法 里 证 之 . 1 

定理 1 设 :是 集合 G 上 的 一 个 运算 ,只 要 它们 满足 

{12 结合 律 ， 

{2) 有 左 单 位 元 。, 即 有 。&€ 6, 对 任意 aE€G 都 有 ea =a， 

(3) 有 左 遂 元 ,对 于 e, 每 个 元 素 aEG 都 有 EG 使 得 ba=e， 
则 {G,*) 是 个 群 . 

证 明 这 组 条 件 与 群 的 定义 中 要 求 的 条 和 件 相 比 ,可 以 看 出 ,我 
们 只 要 证 明 这 个 元 素 e 对 任何 a EG 能 够 有 ae =a, 同时 ba= 
蕴涵 ab =e 就 行 了 

对 任意 aEG, 有 5EG 使 得 bn =e. 但 对 于 得 到 的 5, 也 应 该 
有 c 使 心 =e, 这 样 


wh =elab) (e 是 左 单位 元 ) 
=cb(ab) {cb=e) 
=clba)b (结合 律 ) 
一 所 (Ba 二 e，,e 为 左 单位 元 ) 
=e. (cb=e). 

进而 ,还 有 

ae=alba) (bare) 
=(ab)a (结合 律 ) 
一 上 (〈 吗 =e, 刚 刚 证 得 ) 
=a. (e 是 左 单位 元 ) 1 


这 样 ,在 验证 集合 G 和 它 上 的 一 个 运算 ' 构 成 群 时 ,可 以 用 表 
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面 上 比较 弱 的 条 件 来 代替 形式 上 要 求 较 强 的 条 件 ( 实 际 上 ,我们 已 
经 证 明了 ,它们 是 等 价 的 ). 

定理 2 设 :是 集合 G 上 的 一 个 运算 且 满 足 结合 律 . 那么， 
(G,*) 是 个 群 ,必要 而 只 要 ,对 任意 a,bE€ G 都 有 唯一 确定 的 c,d 
EG 使 得 a'c=b, da=56. 

证 明 如 果 (G，) 是 个 群 ,那么 对 任意 a,5EG, 取 <=a 
b, = 出 

a'c=b, da=56. (2) 
由 于 群 满足 消去 律 ,使 (2) 成 立 的 c 和 a 都 是 唯一 确定 的 ， 

反 过 来 ,如 果 对 任意 的 a,5E G ,都 有 唯一 确定 的 c,d 使 (2) 
成 立 -那么 ,由 于 G 不 是 空 集 ,我 们 可 任 取 一 gE , 据 条 件 , 对 g， 
8 应 有 e 使 得 eg = g. 可 证 明 , 这 样 得 到 的 元 案 e 实际 上 是 个 左 
单位 元 . 

对 任意 aEEG, 指 条 件 ,相应 于 a,g 又 必 训 EG 使 得 gh 二 a， 
于 是 


era=e'(gh) {gh=a) 
=(e'g)h (结合 律 ) 
=g°h 《e 对 g 有 特殊 作用,e*g=g)》 
=a. (gh=a) 


再 来 证 明 ,对 于 e, 每 个 aE G 都 有 左 逆 元 . 据 条 件 ,对 a,e 应 
有 d 使 得 d*a=e. 

据 定理 1，(G， ) 为 群 . 1 

由 于 群 的 运算 满足 结合 律 , 群 的 一 个 元 素 a, 按 任何 加 指 号 程 
序 运算 n 次 ,其 结果 总 是 一 样 的 , 可 记 为 aa…a(n 个 a), 简 记 为 
a" .再 规定 元 素 a 的 负 整 数 次 方 为 

a =(a) 

以 及 a =e- 

命题 4 对 任意 正 整数 ?都 有 a =(ae- 

证 明 ”给 定 了 群 的 一 个 元 素 a 和 一 个 正 整数 *，a" ,a 都 是 
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该 群 的 确定 的 元 素 . (a )” 也 是 这 个 群 的 一 个 确定 的 元 素 ,要 证 
明 它 是 元 素 a" 的 逆 元 素 , 可 对 n 用 数学 归纳 法 . 


当 n>1 时 ， 
afa 
二 a (aa ')(a 9 (a" 的 定义 ,结合 律 》 
=a li(a )" (ae ' 是 a 的 逆 ) 
=e. (归纳 法 假定 》 
从 定理 2 的 证 明 中 可 以 看 出 ,在 群 中 ,一 个 元 紊 是 另 一 元 紊 的 左 逆 
元 就 必然 是 该 元 素 的 逆 元 " 故 (a !')" 为 mm 的 道 元 . 1 
命题 5 设 a 是 群 G 的 一 个 元 素 . 对 任意 整数 m,n 都 必 有 
ee 一 an ny (a )"™ =a™. 
证 明 车 吉 =0, 那 么 ,a" 二 =e， 
qaqa = 只 一 an (a)"=e=a™. 


当 n=0 时 ,命题 可 同 理 证 明之 . 
当 m,n 都 是 正 整 数 时 ,a"a” 力 是 n 个 a 与 m 个 a 相 彝 ,其 
结果 是 m+ n 个 a 相 乘 , 即 
era = 
而 (e")” 力 是 mm 个 a” 的 汇 积 ,ao" 又 是 n 个 a 相 梁 , 其 结果 恰 为 
mn 个 a 的 乘积 ,部 
(a")™ =a™. 
当 m 是 正 整 数 ,4 = -上 是 负 整数 时 ,ax =a-'=(a-1){. 从 
而 era” 乃 是 ! 个 a 和 和 个 a 的 徘 积 .其 结果 , 当 -1=m+n 
>0 时 ,为 m+n 个 a 的 飞 积 , 即 
、 Qa 一 0 
当 am=! 时,a 的 个 数 与 a 个 数 相同 , 即 
ren 一 ee 一 Qnr 
当 mm 一 2<0, 为 1- 普 个 ea- 之 积 , 即 
are 一 (aa"=(a 0 一 an 一 ant 
也 就 是 说 ,mm 为 正 整数 ,为 负 整数 时 ,全 有 arar = an?". 
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对 于 m 为 负 ,n 为 正 数 的 情形 ,证 明 步 又 相同 .只 要 记 住 ,元 
素 4 的 ~n 方 ,n>0, 即 是 a” 的 逆 元 又 是 个 4 的 匡 积 即 可 . 

对 于 m,n 均 为 负 整 数 情 形 ,a"ce” 和 a”… 万 是 同样 多 个 ac 
的 乘积 . 

关于 命题 的 第 二 个 等 式 , 也 可 分 别 m,n 正 负 人 情形 讨 论 . 例 
如 , 当 wz 为 正 ,n 二 一! 为 负 时 ， 

(oa "=[(a = 

余 者 仿 此 可 还 . I 

群 (G，) 的 运算 通常 称 为 钱 法 . 当 群 的 运算 ,满足 交换 律 时 ， 
旭 称 之 为 交换 群 或 阿 贝尔 (Abel) 群 . ee 

交换 群 G 的 单位 元 称 为 等 元 素 , 记 为 0. 运算 符号 用 + 
是 ,对 任意 a€EG, 有 a10=0+a=a. 

同时 ,在 交换 苦 中 ,元 素 a 的 逆 元 案 改 称 为 4 的 负 元 案 , 并 记 
为 ~a. 把 个 a 相 规 记 为 ma 

对 于 正 整数 x, 记 

(~n)a=- (xa), Ora=0. 
则 命题 5 对 交换 群 (G ,+ ) 而 言 ,就 成 为 
nat ma= (mtn)a, nl(ma)= (nm)a, 

对 任意 整数 和 ,和 任意 ae G 都 成 立 . 

为 了 熟悉 群 的 运算 特点 ,让 我 们 研究 元 个 例题 . 

例题 1 验证 所 有 形 如 

2"3"， m,n 是 整数 ， 

的 有 理 数 的 集合 G ,在 数 的 乘法 之 下 构成 群 . 

证 明 首先 ,对 G 中 任意 两 个 有 理 数 

273，2839， 
由 于 mm ,am , 户 ,9 都 是 整数 , 族 六 十 pb,n+g 也 是 整数 ,从 而 
27"3"X243?=27" 379CGi 

也 就 是 说 , 数 的 乘法 确实 是 G .+ .运算 . 

这 种 运算 满足 结合 律 和 交换 各 
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其 次 , 取 坟 =n=0 得 G 中 有 理 效 
2'3"=1, 

它 与 G 之 每 个 数 223" 相 乘 仍 得 273? , 即 1 是 G 之 恒 等 元 ， 

最 后 , 任 到 2"3" EG， m,n 是 整数 .于 是 - mm， -2 也 是 整 
数 , 故 2 "3“EG. 同 时 还 有 2"3” xX2 “3 "二 1, 册 6 的 每 个 元 
素 剖 在 G 中 有 逆 元 . 

所 以 ,(G,x ) 是 个 群 . 1 

虽然 数 乘 是 满足 交换 律 的 ,由 于 人 们 对 这 种 运算 的 记 叶 太 熟 
悉 了 , 通 带 就 不 把 它 改称 为 "加 "了 了 . 

例题 2 在 群 G 中 , 令 e 是 它 的 恒 等 元 .那么 ,对 任意 >,yE 
G, 只 要 zy=e, 则 必然 有 yr =e. 

证 阴 将 .ry=e 之 两 端 同 乘 xz 的 道 元 z ,得 

x (ry)=r le, (x x)y=7r yz 

这 说 明 y 从 两 侧 乘 x 都 得 ec. I 

此 事实 我 们 在 命题 4 的 证 明 中 已 经 使 用 过 了 . 

例题 3 在 群 G 中, 若 4,yEG, 则 称 元 素 zyw 'y ! 为 +，y 
的 换 位 子 , 记 为 

[zy]= ayr yy! 

证 明 ; 对 任意 x,yEG ,和 恒 有 [z,y] !={[y,x]. 

证 明 ”这 个 等 式 就 是 要 证 明 [y,x] 是 元 素 [x,y] 的 逆 元 , 即 

[zy]ty,z]=1，fyz][zyy]=1. 

而 由 例题 2 又 知 ,只 要 证 明 上 述 两 等 式 中 的 一 个 就 足够 了 . 

事实 上 ， 

[zy]j[yz] 
= 一 (ayxc ly )(yry x ) 《定义 ) 


=(zyxc 1)(y 'y)(xy 'z-!) (结合 律 ) 
一 zy(z x)y zl 《 逆 元 性 质 ) 
=1. 《 递 元 性 质 ) 1 


例题 4 已 知 z,y 是 群 G 的 元 素 , 且 
zy=y rx, r=1. 
证 明 :(xy)*=1, y=1. 
证 明 由 xz?y= yz 得 到 z=y zy ', 故 
z=) yy) (yy yy ')(y zy ')=1, 
T= (yx) yeyryry '=1. 
用 例题 2, 得 
(zyryeyry ')y’ =1, 
也 就 是 (zy)*=1. 
又 因 为 y=xz? yr!', 故 
y= = ye yy 1 
1 


y=r(xry) rr =rr =1. 


习题 一 


1， 设 户 g 是 (0,+ee) 到 (0,+oo) 的 映射 (也 就 是 实 函数 ), 对 任意 x 所 
(0,+c0) 有 
f(x)=x, g(r)=1r. 
证 明 ; 集 合 |f,gj 在 映 庙 合成 之 下 是 个 群 . 
2， 在 整数 集 I 上 ,规定 运算 ,对 任意 a,bE1L 
a‘b=at+b-—2. 
证 明 :(1,*) 是 个 群 . 
3， 设 G 是 个 群 ,a€ G. 证 明 :an =a, 必 蓝 而 只 要 a 为 G 的 单位 元 - 
4， 设 下 是 定义 在 (一 ce,c) 上 的 所 有 实 函 数 的 集合 ,规定 ,对 任意 
PEEF，Ff#5:z 7z)+S(z)，zER, 证 明 :( 王 ,# ) 是 个 加 法 群 . 
5. 设 (G, * ) 是 个 群 ,完成 下 面 的 乘法 表 


a 5 ¢ 
a 5 
[3 
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并 说 明 此 表 填 法 是 唯一 确定 的 . 
6.， 设 局 是 个 群 .证 明 :G 为 交换 群 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 a ,bE G， 
(的 》 ‘=a bt. 
7. 在 集合 及 - 11} 上 定义 乘法 
ZH#y=rty-xy, ryER, rl1, yx. 
证 明 :(R- 11| ,# ) 是 个 交换 群 . 


$2 子 群 


偶数 集 是 整数 集 的 子 集 ,在 整数 的 加 法 之 下 ,偶数 集 本 身 构成 
群 . 

几何 空间 中 ,向 基 在 平行 四 边 形 法 则 规定 的 向 量 加 法 之 下 构 
成 群 .而 该 空间 中 ,对 任意 取 定 的 平面 ,这 个 平面 上 的 所 有 向 量 在 
向 景 加 法 之 下 也 构成 一 个 群 . 

那么 , 当 已 经 知道 整数 加 群 、 几 何 空间 向 量 加 群 有 菜 些 性 质 ， 
是 否 能 轻而易举 地 知道 偶数 加 法 群 ,平面 向 量 加 法 群 也 有 相应 性 
质 呢 ? 

因为 ,今后 要 反复 地 提 到 集合 和 它 的 子 集合 对 相应 运算 构成 
的 群 ,我 们 给 出 

定义 1 设 (G,*) 是 个 群 ,如 果 G 的 子 集 昌 对 于 "也 构成 群 ， 
则 说 (五 ,") 是 (G,*) 的 子 群 .或 者 ,简单 地 说 ,过 是 G 的 子 群 . 

例 1 在 整数 加 法 群 (1, + ) 中 ,偶数 集 在 加 法 之 下 为 (I, + ) 的 
子 群 ;和 …, 一 n,0,n,…| 也 是 (1, + ) 的 子 群 ;101 是 子 群 ; (I, + ) 本 
身 是 自己 的 子 群 . 非 负 整数 集 不 是 (I, + ) 的 子 群 . 

例 2 (EL,+) 中 ,10" ,2" ,4 10 ,3 分 别 是 子 群 . 

由 定义 立刻 可 以 看 出 , 若 群 (G,) 的 子 集 互 是 子 群 , 群 G 上 
的 运算 :必须 是 五 上 的 运算 ;也 就 是 说 GxG 到 G 的 这 个 对 应 规 
则 必须 是 吾 x 五 到 五 的 对 应 规则 5 换 句 话说 ,对 任意 a,58EH, 必 
须 有 


75 


a'bEH. 

地 对 ' 满 足 结合 律 是 自动 成 立 的 .因为 对 任意 4,b,cEG, 在 

避 里 已 知 
(ab)'c=a'th'c), 

那么 FSC 万 中 元 素 运 算 当然 满足 结合 律 了 . 

命题 1 如 果 电 是 G 的 子 群 ,那么 日 的 恒 等 元 /等 于 G 的 
恒 等 元 r; 也 就 是 说 eE 五. 

证 明 出 了 是 日 的 恒 等 元 知 f= .作为 G 中 的 元 素 , 三 在 
总 中 和 有 好 元 六 ,于 是 


(两 端 右 苹 /') 
〈 广 是 了 在 G 中 的 逆 ) 1 

下 面 定理 能 帮助 我 们 月 更 简便 的 方法 来 验证 群 G 的 子 集 刀 
是 否 是 G 的 子 群 . 

这 些 证 明 的 关键 是 楼 牢 牢 掌握 住 ,H 的 运算 就 是 G 中 原来 的 
运算 ,不 是 另 搞 一 套 . 例如 ,不 能 说 , 非 零 实数 的 集合 在 数 的 乘法 之 
下 构成 的 群 是 实数 加 法 群 的 子 群 . 

定理 1 设 (G,*) 是 个 群 , 末 是 G 的 子 集 .那么 , 末 是 G 的 于 
群 , 当 而 且 仅 当 

(TD 玉 非 空 ， 

(2) 如 果 a,8EH; 则 a:b€ 地 ， 

(3) 如 果 a EHH, 划 在 G 中 的 北 元 a*'ER. 

证 明 设 蝇 是 G 的 子 群 .那么 ,作为 一 个 群 ,日 上 有 运算 ， 
它 是 非 空 的 . 歼 满足 (1)、 

要 使 "成 为 H 上 的 运算 ,上 面 已 经 分 析 过 了 , 它 必然 满 是 条 件 
《2), 即 对 任意 a,b 日 有 a,bEH. 

现在 来 验证 条 件 (3). 廊 在 ,之 下 作成 群 , 据 命 题 1，G 的 便 等 
元 e 就 是 末 的 恒 等 元 .a€ 已 ,作为 群 已 的 元 素 , 在 及 中 应 有 北 元 
,也 就 是 有 万 E 日 使 56.a a'6=e. 但 是 ,a 作为 群 的 元 素 在 G 
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中 庶 有 逆 元 < ', 于 是 


ee (e 是 6G 的 恒 等 元 ) 
={pa)a 7 {e 又 是 五 的 恒 等 元 ) 
= 六 (era ') (结合 律 ) 
= (a 是 a 的 递 元 素 ) 
二 内. 


由 于 5E 有 ,证 明了 a 1€EH. 

反 过 来 , 设 吕 是 CG 的 子 集 , 且 满足 条 件 (1).(2) 和 (3》， 

这 时 ;1 和 {2) 保 证 了 :是 集合 了 上 的 一 个 运算 ,于 中 任意 
两 个 元 之 .x ,x 在 G 的 运算 :之 下 确定 对 应 媒 中 一 个 确定 元 素 . 

玉 是 G 的 子 集 , 在 同一 运算 之 下 , G 的 元 素 满足 结合 律 , 当 
然 ,五 的 元 素 亦 满足 结合 律 . 

先 断 育 晶 必 会 G 之 恒 等 雹 ec. 所 非 空 , 必 有 cu 各 五 .由 条 件 
{3) 知 ,a 在 G 中 的 道 元 素 e… 亦 在 开 中 .再 据 条 件 (1), 得 到 
ce 一 e 各 站. ce 在 后 中 ,对 任意 ze 五 都 有 ez=.rie= 从 
而 。 必 为 所 的 恒 等 元 . 

最 后 ,可 证 明 对 任意 x€ 玉 ,+ 在 入 中 有 逆 元 y 使 得 

re (3) 
这 是 因为 于 的 恒 等 元 e 就 是 G 的 杜 等 元 ,而 由 条 件 (3) 知 zz 在 G 
中 的 道 z 5E 五 . 把 这 个 元 素 + ' 放 到 y 的 位 置 上 , 即 知 式 (3) 成 

这 说 明 五 在 ' 之 下 构成 群 . 1 

定理 2 设 G 是 个 群 ,H 是 G 的 子 集 .那么 ,H 是 G 的 子 群 ， 
当 而 且 侈 当 

(1)” 五 非 空 ， 

(2)” 对 任意 4a,5E 日 ,都 有 ap 6 了 HH. 

证 明 ”就 是 要 证 这 里 的 (1)” ,(2)" 与 定理 上 中 的 (1),(2) 和 
(3) 等 价 .其 中 (1)" 和 (1) 是 一 样 的 . 

若 妃 满足 (2 和 (3). 对 任意 e,6G 开 ,由 (3) 推 出 BIG 五 ,再 
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据 (2),a,6 'EH, 训 有 a*5 'EH. 也 就 是 末 满 足 (2)”. 
车 互 满足 条 件 (2)". 任 取 顾 中 一 个 元 素 a, 由 a,a€ 晶 得 
ta =eE 百 .再 由 eeE 五 得 
ea'=a 'EH. 
说 明 条 件 (3) 戌 立 . 
进而 ,对 任意 a ,5E 瑟 ,已 证 得 有 5 !E 晶 ,由 a,b GE 万 , 套 
用 条 件 (2)" ,得 
a'(b 1) '=ab€EH. 
也 就 是 万 满足 (2). 1 
例题 1 G 是 所 有 阶 非 奇 异 实 系 阵 在 矩阵 乘法 之 下 作成 的 
群 .证 明 :所 有 行列 式 值 等 于 1 的 n xz 实 矩 阵 的 集合 万 是 G 的 
一 个 子 群 . 
证 明 单位 矩阵 之 行列 式 为 1, 故 互 非 空 . 
设 A,BE 玉 , 则 |A1=|B1=1, 从 而 
14B|=1411B|=1, 
即 ABEH. 
对 任意 AE 及 ,14|=1, 则 A 的 逆 矩 阵 A-' 的 行列 式 值 亦 为 
1, 即 
AT'EH. 
这 就 验证 了 互 是 台 的 子 群 . 1 
命题 2 设 G 是 个 群 , 对 于 G 的 任意 一 个 子 群 族 
1 古 守 G1 为 G 的 子 群 ,jE 
其 交集 H= QF 仍 为 G 的 子 群 . 
证 明 G 的 恒 等 元 e 在 每 个 子 群 巧 中 ,从 而 亦 在 它们 的 交集 
之 中 , 即 王 非 空 ， 
对 任意 ae ,< 五, 由 于 末 是 交集 , 故 对 任意 jE 了 ,都 有 a,b 
E 历 .而 旺 是 G 的 子 群 ,由 定理 1 知 a5€ 对 任意 jE 都 成 
立 , 据 此 ,得 到 ab€ 有 H. 
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对 任意 aE 季 , 则 4a€ 且 ,jEJ. 而 古 为 G 的 子 群 ,再 次 用 定 
理 1, 推 出 ,对 每 个 jE€J 都 有 a !€E 三, 据 此 ,得 a 'EH. 


这 就 证 明了 万 是 G 的 子 群 . 1 
对 于 于 群 的 并 集 , 不 能 照搬 交集 的 结果 . 例子 读者 可 自己 给 


出 


例题 2 设 五 和 KK 都 是 群 G 的 子 群 .如 果 并 集 电 UK 也 是 
G 的 子 群 ,那么 必 有 玉生 K 或 者 KEH. 
证 明 用 反 证 法 . 设 五 UK 是 G 的 于 群 , 且 有 EK,& 镶 
玉 , 有 


REH, hEK. 

由 于 kEK, hEH, 故 k,hEKUH. 但 KUH 是 G 的 子 群 ， 
从 而 名和 的 乘积 大 EKUF (定理 1). 

成 在 K 和 HH 的 并 和 集中, 则 只 少 在 它们 里 的 一 个 之 中 .车 
hEK. 由 kEK,k 'E€K 即 得 

k (kh)=(k RA=AEK, 

艺 盾 .车 坝 咎 妞 , 同 理 可 知 , 开 E 厂 , 亦 为 镍 盾 . 1 

例题 3 设 G 是 个 群 .集合 

C= [aEG|ar=za, 对 所 有 zxE G1} 

是 G 的 -个 子 群 ,此 群 称 为 群 G 的 中 心 . 

证 明 首先 ,G 的 恒 等 元 e 与 G 之 任意 元 x 可 交换 ,ze = ex 
=t; 故 eEGC，C 非 空 . 

其 次 ,对 任意 ea,6EC, 任 取 zEG, 有 


(ab)r=a(br) (结合 律 》 
=a(zxb) (5EC, 5,z 可 交换 ) 
= 工 (ab). {aEC) 
即 知 ab€C. 
最 后 ,车 aEC, 那 么 ,对 任意 zxEG 有 
GE 一 QZ 


将 等 式 左 乘 a” ,再 右 乘 e ,得 
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(a tz)(aa J)=(a a)(ra '), az 


Ba EC. 

所 以 , 据 定理 1，C 为 G 的 子 群 . E 

现在 , 设 S 是 群 G 的 一 个 非 空 子 集 , 我 们 来 看 G 的 子 群 族 

31HSG1SSETT， 厅 为 G 的 子 群 1. 

由 于 S 福 G, GE9, 多 非 空 , 故 了 中 所 有 子 群 的 交集 仍 为 G 之 子 
群 . 

定义 2 设 GG 是 个 榜 ,S 为 其 一 非 空子 集合 .了 为 G 的 所 有 
包含 S 的 子 群 的 族 , 则 称 子 群 
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He 
为 S 在 G 中 生成 的 子 群 , 记 为 (S). 

我 们 先 来 考查 群 G 中 一 个 元 素 a 构成 的 子 集 S= {ai 的 情 
形 .看 e 的 所 有 整数 次 方 所 构 忒 的 G 的 子 集 | 居 ieEH 革 ,当然 ,可 
能 有 ;JEI, i 郑 ; 但 a =w. 

命题 3 设 G 是 个 群 ,a 是 G6 的 元 素 . 出 

{al?= {a li€EN. 

证 明 任 取 6G 的 子 群 H,， fal 全 HH. 由 于 二 是 个 群 ,a €H， 
则 a 'E 天 .进而 ,对 任意 正 整 数 wa",(a "GE 后, 同时 ,e = 
a?EH. 总 之 ,对 任意 整数 i 都 有 a'E€ 天 

由 于 太 是 任 取 的 ,所 以 a' 在 所 有 这 种 子 群 召 的 交集 里 ,也 就 
是 

aEltal), iEL. 
Bla li€ENES(a}). 
另 一 方 而 ,可 以 看 出 ,G 的 子 集 
Ho=1a'li€H 
是 个 子 群 .因为 af,w EHo, 则 
ae)=aoEE， 
据 定理 2，FH 是 G 的 子 群 .而 [aj 三 Ho、 
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人 世 是 , 据 定 义 ,《{a1) 是 G 的 所 有 包含 子 集 (ia1) 的 于 群 的 

交 . 上 而 说明 FH 即 这 些 子 群 里 的 一 个 ,从 而 

“fa DEH,. 

最 后 得 (aj)= |a'1iE1. 1 
当 S 是 有 限 集 ,S=|g,,…,g,i 时 ,有 时 记 《45) 为 (gi ,…,g,》. 
例如 ,在 正 实 数 乘 法 群 

(2)= | 124， 

这 是 个 无 限 集合 . 

在 (I, + ) 中 , 子 群 
(2)= 4 "4, -2,0,2,4,.…|， 
也 有 无 穷 个 元 素 . 
而 在 (1 ,+ ) 中 , 子 群 
(2°)=10° ,2° ,4°! 

只 有 3 个 元 .因为 2 的 各 个 整数 倍 ( 相 应 于 乘法 的 乘 方 ,这 里 称 为 

倍 } 有 些 是 重复 的 . 
现在 看 两 个 元 素 g,h 的 集合 18 ,| 生成 的 子 群 (g,h). 由 于 

《8,h) 是 个 群 ,gElg,), 风 

g Elgsh), GE 


由 为 人 《8, 甩 ) 推 出 
Elgsh)y, iEL 
进而 ,这 两 类 元 素 的 乘积 
Hag Elg,h), 17EL 
再 进一步 ,上 述 4 类 元 素 的 采 积 也 要 在 (g ,办 中. 
一 般 地 ,G 中 所 有 形 如 
ghgh gh, isjytsss pqEl (Cx) 
的 元 素 都 应 属 子 (g ,及 ). 
要 注意 ,表达 式 ( x ) 中 .有 的 g 出 现 3 次 ,有 的 可 能 出 现 5 
次 ,有 的 出 现 几 千 次 , 它 代表 了 所 有 出 现 有 限 个 g,h 的 情形 ,每 个 
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表达 式 的 长 度 不 尽 相 同 . 但 取 定 一 个 表达 式 ,那么 ,g 和 上 在 其 中 
出 现 的 次 数 是 个 固定 的 正 整数 ,或 3, 或 5 或 几 千 ,等 等 . 

这 个 表达 似乎 g,h 的 地 位 不 对 称 ,g 在 前 而 疡 在 后 .而 实际 
上 ,因为 可 以 取 i=0， 

8 一 2， 
那么 ,就 有 
g" igh gh = jig hg. 

可 以 验证 ,所 有 ( * ) 元 素 构 成 G 的 一 个 子 群 .而 这 个 验证 工作 包 
会 在 下 而 的 更 有 普遍 意义 的 定理 3 中 . 

设 S 是 群 G 的 一 个 非 空子 集 , G 中 所 有 形 如 

BEIg", OCmEl, gi gn ES, tsth EL 
的 元 素 构成 G 的 一 个 子 集 HH. 

让 我 们 先 解 释 一 下 . 

吉 是 个 正 整 数 . 取 定 一 个 mr 之 后 ,在 S 里 取 任 意 m 个 元 素 
SI Bu > 这 里 允许 重复 , 即 允 许 有 5) 0<i,j 和 mm gi = 8g,- 

然后 ,任意 取 za 个 整数 1 ,…,t, ,得 一 个 元 素 

Er 

定理 3 符号 如 上 所 述 , 则 (S)= HH. 

证 明 先 来 证 明 H 是 G 的 子 群 . 

S 非 空 , 设 g€G, gE€S. 取 m=1, gE€S, z=1, 则 元 素 
81=g 日 , 故 二 非 空 . 

从 这 里 也 看 出 , SEH. 

任 取 瑟 中 的 两 个 元 素 , 即 任 取 正 整数 m,n ,再任 取 g, ，…， 
Bo 多 ES， hi ,hES, 又 取 整 数 1 ，,…,i, 和 辣 ,, 得 

g= gl 8g EH, h=hths.h EH. 

它们 的 乘积 


h 二 gp 
Bh gL Bm a 


仍然 具有 鳌 所 要 求 的 形式 ,也 就 是 gh € HH. 
对 任意 


元 索 
Bg ‘=g, "Eg 
也 具有 理 所 要 求 的 形式 , 故 g 'EH. 
据 定理 1,H 是 G 的 一 个 子 群 . 
刚刚 证 过 , SCCH .于 是 , 据 《S) 的 定义 , 它 是 G 中 所 有 包 售 S 
的 子 群 的 交集 ,而 所 为 这 些 群 中 的 一 个 , 故 有 《S)EH. 
反 过 来 , 设 K 是 G 的 一 个 包含 集合 S 的 子 群 .对 五 中 的 任意 


所 


元 
有 ES 
由 有 所 SS 天 ，K 是 子 群 ,知道 gt EK. 再 进一步 ,它们 的 乘积 
SEE 

所 以 ,FEK，FEC4S》. 

最 后 证 得 H=《S). 1 

例题 4 设 G 是 个 群 ,TH 是 由 元 素 a,b 生成 的 子 群 , 目 a65 一 
ba ba 二 a?b. 证 明 :H 是 G 的 由 恒 等 元 e 生成 的 子 群 (平凡 子 
群 ). 

证 明 由 王 


ab= ba=6(ba)= ba'b, 
从 右 端 消去 上 得 a = ba?; 再 从 右 端 消 去 a 得 e= 如 .于 是 知道 
ab = ba =e. 进 一 步 ,由 于 
b=b(ha)=b a=ab=e, 
a=a’b=a(ab)=ba=e, 
即 知 a=6b=e, (a,6)=H=《e). ! 
例题 5 设 妃 是 所 有 3 阶 实 的 非 奇异 矩阵 在 矩阵 乘法 之 下 
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均 成 的 群 (看 例题 1). 而 K 是 所 有 形 如 
人 a | 
i 1 “| u,b.cEl 
0 0 1) 
矩阵 的 集合 .这 种 矩阵 均 为 非 奇 异 的 ,从 而 KK 是 H 的 子 集 . 进 一 
步 , 证 明 :K 是 五 的 子 群 . 
证 明 ” 企 取 整数 a,6,c,d,e,f ,有 
| a »i[! d el {fl dtu etafté 


|9 1 cll0 1 门 -0 1 f+te |EKR. 
i0 0 tilo o io 0 1 
而 对 任意 
[1 a 8 
x=| 1 | 
to 0 1 
观察 刚刚 计算 过 的 等 式 , 取 
d= a, f= -ee, ema-b, 


即 有 


i a 6 i 一 他 一 | 0 0] 
0 1 co 1 -el=0 1 01, 
lo lo 0 1 0 0 | 
也 就 是 说 矩阵 X 的 逆 
[1 -a ac-5l 
lo 1 -ee | 全 
lo 0 1 
所 以 ,K 是 归 的 子 群 . 1 
例题 6 在 上 而 例题 5 给 出 的 群 K 中 分 别 计算 ,由 矩阵 
{1 10 101 f 0 0 
X=|010，Yy=l0109，z7=011 
0 1 t0 0 1 i0 0 1 
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生成 的 子 群 (X),《Y》,《X,Y,2),《XX,2). 

解 前 面 已 经 分 析 过 元 素 X 在 天 中 生成 的 子 群 乃 是 由 的 
各 种 方 次 XY' 组 成 ,nEI. 现在 ,我 们 来 具体 的 计算 出 XY .实际 上 ， 
对 任意 nn 之 1, 有 


| 1 of" 1 x 0 
010;:=0 1 0|. 
lo 0 1 0 1 1 


可 以 对 用 数学 归纳 法 .2 = ] 时 断言 正确 . 如 果断 言 对 mn 的 
情形 正确 ,那么 


{1 a 0)f1 1 0 fn+l0 
oh 1 中 1 0=|l0 1 中 
001D60UD Lo 0 1 
当 = 为 负 正 数 时 , 设 = = 一 mw, 则 m 实 1, 于 是 
1 -1 0l” {1 xn 0| 
X=X"=(X)"=0 1 0| =I0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
所 以 ， 
i x 0 
《X)=1410 1 0 "el 
0 0 1 
同 理 可 以 算出 
fL 0 aa 
<Y)=40 1 0 "et 
001 
要 搞 请 X,Z 两 个 元 素 存 KK 中 生成 的 子 群 (X,Z) 的 结构 , 先 
注意 
1 1 0/1100) to0 
XZ=|0 1 0ll0 1 1|=|0 1 1|=2Zx, 
O01l00l on0dl 
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所 以 (X,Z) 中 一 般 元 素 必 有 形 如 XZ” ,其 中 mm 和 n 是 任意 整数 ， 
面 六 与 Zz" 我 们 已 计算 过 了 , 故 
m net 


1 2 0 
on- 01 
0 0 1 
最 后 ,我们 看 子 群 (X, 了 ,2Z) .本 来 应 该 研究 X” ,Y" ,Z 各 种 


可 能 的 乘积 
和 


等 等 - 
但 是 ,熟悉 线性 代数 中 初等 变换 方法 的 人 容易 看 出 (不 能 马上 
看 出 也 不 影响 本 课程 的 学 习 ) 


1 ea 如 1 aa 0 
0 cl|=i0 1 0 
0 1 0 0 1 


所 以 (X,Y,Z)=K. 1 
对 任意 群 G 而 言 ,G 本 身 是 G 的 一 个 子 群 ;单独 一 个 恒 等 元 
e 坦 构 成 一 个 子 群 je 上 ;这 2 个 子 群 称 为 G 的 平凡 子 群 . 


习题 二 


1。 用 i 代表 纯 感 数 .证 明 : {1, ~ 1,i, - 计 是 所 有 非 零 有理数 想法 群 的 
一 个 子 群 

2， 设 < 是 群 G 的 一 个 周 定 元 素 , 证 明 : 矿 = |g& Giga=ag| 是 的 
一 个 子 群 

3，。 所 有 形 如 


{1 


0 
ei 
0 0 

I 


Sor 


已 一 下 
-a 


| {a,65,c 是 偶数 ) 


的 矩阵 的 集合 巨 是 例题 5 中 群 K 的 一 个 子 群 . 
4. 如 果 G 是 个 交换 群 ,mm 是 个 正 整数 ,那么 H= fgEGle=ej 是 G 
的 一 个 于 群 . 
5 所 有 的 非 零 有 理 数 的 集合 在 数 的 乘法 之 下 梅 成 的 群 记 为 Q' .证 
明 ,' 所 有 的 正 的 有 理 数 的 集合 已 是 0 的 一 个 子 群 . 
6. 在 有 理 数 集 Q 与 集 Q- !0i 的 笛 卡尔 积 
G=(Q- 10)xQ 
上 规定 ,对 任意 (a,5)EG, (c,d)€EG， 
{a,b)A(c,d)= (ac,be + d). 
证 明 :(G,A) 是 个 群 .再 证 明 :CG 中 所 有 形 如 
(15)， bEQ 
的 元 素 的 集合 记 是 G 的 一 个 子 群 . 
7， 在 所 有 复 的 可 着 2 阶 惩 阵 构成 的 乘法 寿 中 ,矩阵 


站 
人 


构成 一 个 子 群 (此 群 称 为 克 莱 因 (Klein) 四 元 数 群 ) 
$3 对称 群 与 置换 群 


群 的 初等 理论 中 相当 多 的 问题 来 自 于 几何 学 ,特别 是 来 自 对 
称 性 的 讨论 . 

时 至 今日 , 群 论 最 活 茎 的 几 个 领域 中 ,如 平面 或 空间 运动 . 曲 
体 结构 .生物 址 传 等 , 群 的 威力 仍 主要 体现 在 处 理 各 式 各 样 的 对 称 
问题 上 . 

在 第 一 章 $ 5. 我 们 实际 上 证 明了 ,集合 

S= {11,2,.…,n| 
上 所 有 和 置换 在 映射 合成 之 下 构成 群 . 今后 称 这 个 群 为 = 次 对 称 
群 , 记 为 S$,. 同 时 ,实际 上 ,我 们 也 证 明了 ,Ss 上 的 所 有 侦 置换 ,在 映 
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射 的 合成 之 下 也 构成 群 ,这 是 S, 的 一 个 最 重要 的 子 群 ,通常 记 为 
A , 称 为 次 交代 群 . 
定义 1 2 阶 对 称 群 S, 的 任意 一 个 子 群 都 称 为 是 个 置换 群 . 
例 1 在 对 称 群 S 中 , 令 


1 23 _f123 

p=( 2 a) .= 3 四 

2 3 2 3 

mm 人 1 a) Pi 人 3 中 

pn-( 2 pL? 

3321 W312/ 

那么 ,S; 的 乘法 表 是 

| PP P; Ps Ps Ps Pe 
P, Pp P, Ps Ps Ps Pe 
三 > Pz 已 Pe Ps P, Ps 
P; Ps Ps 已 PP P; Ps 
Ps P: Ps Ps PP P, P. 
Ps Ps P P, P, Pe Pp 
Ps Ps Ps Pp; Ps pi ps 


乘 的 顺序 是 先 从 左 侧 竖 列 中 取 一 置换 已 ,再 在 上 行 中 取 一 置换 
也 ,交叉 路 口 得 的 是 P。P . 
命题 1 当 有 之 3 时 ,S, 不 是 可 交换 的 . 
证 明 设 
2 3 N23 
P=( 3 2 站 2 G 2 1 站 
其 中 3 以 后 的 数字 在 P 各 避 之 下 都 从 自己 变 到 自己 .于 是 
1 2 3 … 1 2 3 … 
arp- 1 2 站 Pa 人 3 1 小 
即 Q*P 关 P。Q, S. 不 是 交换 群 . I 
对 于 8 ,我 们 从 其 乘法 表 上 即 可 看 出 它 不 是 交换 群 ,因为 
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ParPs=Ps, Ps°Ps=P;. 
但 是 对 于 数目 较 大 的 ,给 出 其 乘法 表 亦 不 是 一 件 简单 的 工作 .但 
对 于 一 般 S, 的 性 质 的 讨论 有 时 可 以 从 $ 的 乘法 表 中 受到 启发 . 
对 于 Ss ,从 乘法 表 上 就 可 以 找 出 其 全 部 子 群 ,也 就 是 11,2,3} 
上 的 所 有 置换 群 . 
首先 是 | P, 上 和 Ss 自己 . 其 次 是 {Pi, Ps}, {Pi, Py},1P， 
P41 ,因为 


P22=P,, Py=P!, Pr=P,, 

也 就 是 Pi' = 也;，Ps'=P;, Pi' = Ps, 从 而 

Pa?= {P,Ps}, Pa)={P,,Pst, (Ps)= {P,Ps}. 
再 次 是 {P,Ps , Pe] ,因为 

Ps°Pe=Ps°Ps=P,, Ps=Ps, Pe=P;. 

后 面 ,我 们 会 有 相当 方便 的 办 法 来 判断 ,S; 的 于 群 只 有 这 些 . 

为 了 更 深入 了 解 » 阶 置换 的 特性 ,常常 把 它们 表示 成 所 谓 
“循环 "的 乘积 . 

定义 2 如 果 n 阶 和 置换 P, 把 1 到 z 中 若干 个 数码 四 ia，…， 
坟 按 下 方式 对 应 


Pli)=i, Pli)=i,%, P(A)=i, 
而 对 其 余数 码 +z, 有 P(xz)=xz, 则 说 PP 是 一 个 k 刍 环 , 记 
P=(ii" i), 


当然 ,一 个 循环 P 的 记 靶 不 只 一 种 方式 ,例如 ， 


(CE 


因为 它们 代表 相同 的 映射 . 
例 2 在 Se 中 
23456 
429- 4315 外， 


(342-( 2345 引 


164253 
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由 于 昼 等 置换 可 用 不 同 的 数字 记 出 , 即 
(1 2 = 
以 下 所 提 到 的 循环 均 将 其 排除 在 外 ,也 就 是 说 ,各 循环 均 指 让 循 
环 ,之 2 者 . 
定义 3 循环 ( io… 训 ) 与 (jj… 刻 ) 称 之 为 不 交 的 ,如 果 
Ej t=1, ,s,s 
命题 2 若 Cit i 站) 与 (六 产 … 产 ) 不 交 , 则 它们 可 交 
换 . 
证 明 由 于 纪 ,…,i 和 j,,…,j, 都 是 从 1 到 之 间 的 数码 ， 
且 两 两 不 同 .这 两 个 映射 无 论 按 何 种 次 序 复合 ,其 结果 都 是 
i 1 
0 
定理 1 在 S, 中 ,任何 一 个 不 等 于 恒 等 映 射 的 车 换 必 可 表 成 
若干 个 互 不 相交 的 循环 的 乘积 . 
证 明 任 取 PES,, PP 关 is .那么 , 必 有 iES, 使 PC 天 1 
考虑 序列 
EP(D, PI(i),. 
由 于 S, 只 有 个 不 同 的 数码 ,上 面 的 序列 必然 使 有 些 数码 重复 出 
现 , 设 已 (i) 是 第 一 个 与 其 前 某 个 数码 相同 者 . 也 就 是 说 ,有 ! < 天 
且 
P(i)=P(i), (1 
而 且 大 是 出 现 这 种 重复 的 最 小 的 数 ， 
现在 可 以 断言 ,上 = 0. 震 不 然 ,! >0, 电 于 已 是 可 逆 餐 射 , 将 
(1) 趟 两 端 乘 ( 己 5) 得 
i= (2), 
与 二 选择 的 最 小 性 矛盾 , 由 于 P"(i), PP(i),…, PIC) 两 两 不 
同 , 故 知 sm 
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这 就 是 说 
i,P(2), ,Pe (2) (2) 
两 两 不 同 , 且 PC(P (i))= PCi)=i. 由 于 忆 可 以 用 任何 方式 写 
出 ,我 们 把 (2) 排 在 前 面 ,得 
[i PO) 2 Pi) 
Pp PA) 2 i 
如 果 记 = 二, 则 记 即 为 一 个 循环 ,定理 证 毕 . 如果 < z， 即 
有 数码 1 所 nn, j 没有 出 现在 (2) 中 . 
这 些 在 (2) 中 没 曾 出 吏 的 数码 /如果 都 有 
P(2D=j, 
那么 ,P 即 为 循环 ,P= (i P(2) … PP 下 (7)). 
如 果 有 了 没 出 现在 (2) 中 ,而 且 P(j) 隆 j, 由 于 P 有 逆 ,P(j) 
也 不 会 出 现在 (2)} 中 ,进而 序列 
7 PC。P2(7)，， (3) 
中 任何 数码 均 不 在 (2) 中 . 
于 是 ,将 (3) 作 上 面 对 (2) 刚 刚 作 过 的 分 析 , 可 得 一 个 整数 :， 
使 
j PO, PF) 
两 两 不 同 , 且 它 们 与 (2) 中 数码 完全 不 同 ,同时 还 有 
PAP OND= PO)=j. 


这 样 ,又 可 将 王 写成 
fi PO weP i 7 PO) we PTO) ~ 
PIO PA POP PCO) 7) 


由 于 S. 只 有 个 数码 ,经 过 有 限 步 又 ,最 后 PP 按 这 种 分 段 方式 写 
出 来 ,也 就 得 
P= (i P(t) PD) (mn Plm) % PI(m)), 
这 些 循 环 两 两 不 交 . 1 
例 3 把 下 而 的 9 阶 置 柳 窟 成 轮换 乘积 
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1L2345678 9 


Aly32854961 
先 从 1 开始 看 ,有 
1 一 7-~9->1， 
再 看 2, 又 有 
2 一 3-z2. 
接着 看 4, 乃 是 
4dr8 6 74. 


最 后 剩 下 一 个 5, 所 以 
A=(5)(486)(2 3)(179). 
如 果 你 从 6 开始 ,得 (6 4 8); 再 得 (5); 接 着 看 7 得 (7 9 1); 最 
后 看 3 得 (3 2). 那 么 A 又 可 写成 
A=(32)(79 1)(5)(6 4 8). 
上 述 两 乘积 表达 式 中 之 1 循环 可 以 不 写 . 
下 面 我 们 讨论 所 谓 分 解 的 唯一 性 问题 ,准确 地 说 ,有 
定理 2 设 已 是 个 ”置换 ， 
P=P =Qr Qu (4) 
其 中 P, ,…,P, 是 两 两 不 相交 的 循环 , Qi ,…, Q, 亦 为 两 两 不 相 
交 的 循环 .那么 , 必 有 有 =, 且 可 将 诸 Q; 的 顺序 适当 调整 ,使 得 
Pi= Qi ,P= . 
我 们 已 经 声明 过 ,此 处 循环 不 包括 1 德 环 在 内 . 
-证明 设 


Pi=(al az … an)》. 
由 于 P(al)=as 隆 a1,a! 必然 出 现在 某 -个 Q 中 .将 Q 顺序 调 
整 ,Q; 排 到 最 前 . 由 于 它们 是 两 两 不 交 的 循环 ,其 乘积 交换 顺序 后 
仍 为 P. 也 就 是 说 ,现在 不 妨 就 假定 QQ 中 出 现 ai . 
由 于 循环 中 出 现 的 数字 可 以 以 其 中 任意 一 个 数码 为 首 , 故 可 


设 
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Qi= (el 2 入) 
但 Pi 告 拆 我 们 ,P(al) = 43,…,P(aw)=al, 所 以 在 Qi 中 相应 
有 
Plal)=6,, *, P(bi)=a1, 
也 就 是 ca = ，…, 名 三 a (当然 也 说 明了 m=), 即 Pl= Qi. 
将 (4) 式 两 端 同 习 Pi' ,得 
PP Qa th. 
经 调整 顺序 ,同上 一 样 可 有 P, = Q: ,再 消去 它们 . 
如 此 继续 下 去 ,经 过 有 限 步 , 即 知 = 下. 且 
Pi=Q, “, Pi~Q. 4 
命题 3 任意 -一 个 上 循环 痢 可 以 表 成 若干 个 2 循环 的 到 积 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 
人 
当头 =2 时 ,命题 正确 . 


如 果 已 经 知道 
(isi) (i i ), 
那么 ,作为 映射 ， 
人 
把 za 变 成 入 ,把 i 变 成 27…… 把 二 -经 由 袜 谈 成 去 ,去 变 成 站 ， 


且 把 5 变 成 ,也 就 是 
人 


= 1 
例 4 在 Ss 中 ,有 
12345 
E 4 15 5]=G 945), 


{145)(235)={(1452 3), 
{1 5)(1 4)(1 3)(12)= (1 2 3 4 5), 
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(1234) '=(4321)=(1432). 
命题 4 在 S, 中 ,k 循环 P 生成 的 子 群 是 
(P)={i,P, ,Pl. 
事实 上 , 户 ==i, ,而 当 i< 时 ,PP 关 i , 故 元 素 
PP (5) 
蝴 丙 不 同 ,而 对 其 中 任意 一 个 元 素 之 任意 方 赛 ， 
《P)，0O<i<Ak-1 
用 开除 妆 可 得 
j=gRtr, Or<k, 
即 知 户 是 (5) 中 的 一 个 . 1 
再 来 讨论 一 个 置换 群 的 子 群 . 
命题 5 设 S=|1,2,…,al， G 是 S 上 的 一 个 置换 群 .对 于 
S 的 任意 一 个 子 集 T, 令 
Gr=|1PEG|P(t)=t, 对 每 个 1€ 全 }. 
则 Gr 是 G 的 一 个 子 群 . 
证 明 单位 置换 is 使 得 S 的 所 有 元 素 不 变 ,当然 有 is€ G7， 
即 Cr 非 空 . 
如 果 P,QEGr ,那么 ,对 任意 1E 工 都 有 
P(2)=1, Q(i)=1, 
从 而 (PQ)(2)= P(Q(1))=1,Bh PQE G,. 
如 果 PE Gr ,那么 ,对 任意 上 zE T, 都 有 
PP(t)=t， 
两 端 都 用 “作用 之 ,得 P11(z)=P-'(P(1))=(P-1P)(1)=z. 
也 就 是 
PEGr. 
从 而 Gr 为 G 的 子 群 . 1 
命题 6 设 S=|t,2, ,21，G 是 S 上 的 一 个 起 换 群 , 工 是 
S 的 一 个 子 集 . 令 
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GT=IPEGIP(TD)ET), 
则 G” 是 G 的 一 个 子 群 . 
证 朋 ” 恒 等 置换 is€07, 故 G7 非 空 ， 
如 果 P,QEG, 即 
P(T)ET, Q(T)ET, 
从 而 
(POD)EP(QA(TNEP(DET. 
也 就 是 PQE G7”. 

最 后 ,车 PEGT7, 即 P(T)ST, 那 么 ,由 于 P 是 置换 ,是 单 
射 ,T 中 不 同 的 元 素 在 P( 人 ) 中 对 应 不 同 的 元 素 . 假设 下 有 和 个 
元 素 ,那么 , P( 丁 ) 元 素 个 数 不 少 于 m 个 ,但 P(T) 又 在 工 中 ,这 
就 意味 着 PUT)= 了 .于 是 

PICP(CT)7=P IT)= 了 . 
这 说 明 PE GT 

总 之 ,GT 为 G 的 子 群 . U 

命题 5 和 命题 6 中 所 给 出 的 置换 群 G 的 两 类 重要 子 群 . 显 
然 ,对 同一 个 子 集 了 ,有 

， GrSGT， 
Gr 是 G7 的 子 群 , Gr 中 的 置换 使 得 上 之 每 个 元 素 都 不 动 , 而 G7 
中 的 置换 人 勒 工 中 元 素 只 在 代 中 变 . 尊 常 , 因 Gy 保持 个 中 元 素 不 
动 ,而 称 了 是 对 Gzr 的 对 称 轴 , Cr 是 研究 对 称 人 性 的 -- 个 重要 概 
念 . 

现在 ,用 一 简单 例题 说 明 置换 与 对 称 性 的 联系 .与 所 有 的 例题 
~- 样 ,只 是 要 求 读者 通过 它 加 深 对 本 节 正 文 的 理解 而 不 要 求 大 家 
记 住 例题 中 的 名 词 和 结论 . 

例题 1 设 有 等 边 三 角形 ,其 顶点 记 为 1,2,3. 我 们 研究 在 3 
维 几何 空间 能 使 该 三 角形 与 自己 重合 的 所 有 刚性 变换 . 所 谓 刚 性 
蛮 术 即 保持 空间 任意 两 点 距离 不 变 的 映射 . 
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肉 此 , 一 个 三 角形 在 一 个 刚 
性 变换 之 下 的 变化 可 由 其 3 个 顶 
点 的 变化 完全 决定 . 

用 S, 中 的 6 个 置换 就 全 部 地 
描写 了 使 这 个 三 角形 与 自己 重合 
的 变换 . 

先 看 这 个 的 刚体 变换 ,它们 仅 
仅 是 使 得 该 三 角形 发 生 了 旋转 . 对 
照例 二 有 图 2 一 2. 

因为 Pi, Ps 和 Ps 都 是 旋转 


顺 时 针 转 修 
P 


须 时 针 转 120” 
Ps 


硕 时 对 转 240” 


Ps 


图 2 一 2 
变换 ,复合 后 仍 为 旋转 变换 ,所 以 
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{Pi,P;, Pe 
是 Ss 的 一 个 子 群 .其 乘法 表 是 很 容易 算 的 ， 


Pi Ps Ps 
Pp P, Ps Pe 
Ps ps Ps PI 
Ps Ps Pi Ps 


再 来 看 三 角形 按 轴 AA, BB 和 CC 的 3 个 翻转 变换 , 三 角形 
翻转 了 180" ,仍然 与 原 三 角形 重合 . 
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顶点 的 变化 恰 如 例 1 中 给 出 的 S; 中 的 置换 P, ,Ps 和 Ps- 
关于 AA 翻转 2 次 ,得 P,。P4 = Pi, 又 恢复 原状 态 . 
[PP ,| Pt PP，Pel 分 别 为 $ 的 子 群 . 
进一步 ,可 以 看 出 ,两 个 关于 不 同 轴 的 翻转 合成 后 是 旋转 . 
如 果 S 的 一 个 子 群 G 含有 映射 P。 和 已 ,那么 , G 就 含有 
它们 的 会 感 Ps 和 P .而 P: P: 和 P,P。 不 等 且 都 不 等 于 P。 ,它们 
之 中 必然 有 一 个 是 Ps, 所 以 G 必然 含有 PP ,也 就 是 说 G 必然 等 
于 S. 
对 于 含 P, ,Ps 或 含 P; ,P 的 子 群 ,相应 地 ,也 可 知道 它们 必 
为 $. I 
为 了 熟悉 置换 群 中 的 运算 性 质 ,再 看 
例题 2 在 对 称 群 Ss 中 , 求 元 素 
A=(1234)(5678), 
B=(1537)(2864) 
生 咸 的 子 群 . 
解 首先 4 ,互生 成 的 子 群 必 会 A,B 的 方 等 ,计算 之 ， 
A’ =(1 3)(2 4)(5 7) (6 8)， 
A’=(1432)(58756), 
而 A' 是 两 个 独立 的 4 循环 的 4 次 方 , 由 命题 4 知 每 个 4 循环 的 4 
次 方 都 等 于 便 等 摘 换 , 即 A: = (1). 
同样 可 算出 
B*=(13)(5 7)(2 4)(6 8)， 
B=(1735)(2648), 
B+=(1). 
进一步 ,(4 ,B) 还 应 包含 
AB=(1 6 3 8)(2 5 47), 
BA=(1836)(2745). 
注意 到 A? = BB? ,我 们 已 经 算出 子 群 (4 ,了 中 的 8 个 不 同 的 
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元 素 , 即 一 个 “字母 "的 4 ,也 ,两 个 字母 的 44 = BB,AB,B4, 且 
二 字母 只 有 以 上 4 种 情形 .对 于 三 字母 ,已 算出 444 和 BBB. 同 
时 ,因为 A*B8=B’;, BA =B’, BA=A’, AB? A», 知道 另外 
4 个 三 字母 元 也 已 经 出 现 过 了 . 
现在 计算 
ABA=(1537)(2846)=B, 
BAB= (12 34)(5678)=A. 
对 于 四 字母 情形 ,由 于 A?= B? ,从 而 
ABBA= AAAA, BAAB= BBBB 
进而 ,任意 4 个 字母 情形 ,必然 是 3 个 相同 字母 相连 ,或 者 两 同 字 
坪 炎 另 一 字母 ,如 


ABAX, YBAB. 
这 两 种 情形 都 可 化 简 , 如 
ABAX = BX, YBAB= YA， 
AAAB= BAB= B(BAB)= BA, 
总 之 ,四 字母 者 必 可 化 短 . 
更 长 的 多 字母 情形 一 定 可 逐步 化 短 为 三 字母 以 下 情形 .所 以 、 
前 面 给 出 的 8 个 不 同 置 换 就 是 子 群 (A,B》 的 全 部 元 素 . 1 


习题 三 _ 
1， 在 S, 中 求 出 ({1 234)),((1 2),(3 4)) 的 元 素 . 
2. 给 出 4 阶 交代 群 的 元 素 ( 即 所 有 4 芥 侦 和 置换 ). 
3.， 在 & 中 求 子 群 
H=!PES IP(D=1, P(2)=2), 
K={PES IP(H1,20) 1,2). 
4. 在 S 中 ,把 下 列 置 换 表 成 不 相交 的 轮换 之 积 ; 
( 2 3 4 5), 
34152 


(2 (132)(2 5 4). 


(LS)CL4)CL3)CI2)， 
(123435) 
5". 看 R' 到 有 的 映射 (划一 个 四 元 蚌 数 ) 
fx Rs TI KI) = TT 十 工 十 了 4 


再 把 S, 中 的 置换 = 写成 


1 2 3 4 
bo o(2) 0(3) 0)) 
证 明 :S, 中 所 有 使 得 / 不 变 的 = , 即 
Fray sta es ta) = fi srs Ta 24) 


构成 S, 的 一 个 子 群 ,并 把 它 的 所 有 元 索 写 出 来 . 
$4 循环 群 


在 讨论 群 G 的 子 集 S 生成 的 子 群 时 ,我 们 已 经 看 出 , 当 S 只 
会 一 个 元 素 a 时 , 它 生成 的 子 群 (fa}》=《a) 表 达 起 来 相当 简单 ， 
其 元 素 间 运算 也 十 分 明了 . 

进一步 学 习 群 论 还 会 发 现 , 有 一 些 地 位 相当 重要 的 群 ,实际 
上 , 亚 由 这 种 由 单个 元 素 生成 的 子 群 “拼凑 ”而 成 . 

定义 1 群 G 称 为 循环 群 ,如 果 有 5E G, 使 得 G=(g》. 也 
有 人 称 循环 群 为 巡回 群 . 

例 1 在 S 中 ,考虑 置换 


g=(1234), 2-| 


1 23 9 
3412) 
11234 
-( 1 2 3 
这 4 个 置换 构成 S, 的 一 个 子 群 G = 《g). 

例 2 整数 集 I 上 所 有 双 射 ,在 映射 的 合成 之 下 构成 群 S. 映 
射 g:I>L, 


)， 8 =8=i. 


8(i)=i+1， 对 每 个 iEIL, 
生成 的 子 群 4g) 中 ,任意 一 个 元 素 g: 必 使 得 
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(i) ~ 上 +1，。 对 每 个 iEL. 
这 说 明 , 当 而 且 仅 当 = 时,g* = g .所 以 
《有 二 
从 例子 中 ,可 以 看 出 ，- 个 循环 群 的 生成 裕 a 是 唯一 的 , 例 1 
中 
G=(g)=(g). 
例 2 中 也 有 (g)=《g '). 下 面 要 说 明 , 所 说 的 不 唯一 ,不 仅仅 是 对 
在 何 gEG 而 言 ,都 有 (lg)》=《g ‘>, 而 且 有 更 一 般 地 判断 元 率 是 
否 为 生成 元 的 办 法 . 
命题 1 设 G 是 个 群 ,g€G. 如 果 有 不 同 的 整数 x 和 使 得 
g = 世 , 则 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 
(1) g”=e,e 是 G 的 恒 等 元 ; 
(2) G1Ei<jEmYH, gg 
(3) 如 果 有 整数 1，g' =e, 则 pz]; 
(4) 《名 一 te 有 8 
证 明 不 妨 假定 >>&. 由 六 = 开 , 两 端 乘 ,得 熙 =e. 
这 说 明 , 一 定 有 正 整 数 : 使 得 g' = e. 
设 m 是 正 整 数 集 
M=[eEIeg=e 且 ez>0 
中 的 最 小 者 .于 是 首先 有 g”=e. 
其 次 ,对 1 委 i< ji 委 普 ,由 -< 台 和 入 的 极 小 性 可 知 
各“ 关 e, 从 而 并 g8i. 
再 次 ,对 任意 :ESE1, 如 果 g! =e, 作 除法 ,得 
t=mgqt+l, Ol<m. 
则 应 有 g' = g”g!,(g”")"=e'=e. 故 
2 -gg =g =e. 
而 mm 是 M 中 最 小 者 , 套 iM, 1=0, 也 就 是 mm|z. 
最 后 ,形式 上 ,《g) 应 包含 g 的 任意 次 矫 g”, n EL. 但 是 ,正如 
上 面 作 过 的 ,我 们 能 够 得 到 
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n=mpth, Oh<m, PEL 
使 g"=s*; 从 而 
2"Ele,g,g ,8" '}, 

这 就 证 明了 (4), 也 完成 了 整个 命题 的 证 明 . I 

命题 2 设 GG 是 个 群 ,gE€G. 如果 对 任意 不 同 的 整数 ,都 
有 g' 关 gr , 则 《g) 是 个 无 限 群 ( 即 有 无 限 多 个 元 素 ). 

事实 上 ,《g) 中 的 每 个 元 素 的 形式 均 为 g”，n 是 整数 ,内 所 设 
条 件 ,元 素 


两 两 不 同 , 故 循环 群 
《有 > 一 二 ee 
含 无 限 多 个 元 素 . 

特别 地 , 对 于 循环 群 ,我 们 有 

定理 1 设 g 是 循环 群 G 的 一 生成 元 ,那么 

(1》 当 有 正 整数 r 尖 ,使 g = 入 时 ， 

G=|e,g,,g" |}, 
对 任意 1&i<j&m 均 有 g' 关 g，; 

(2) 当 对 任意 正 整数 + 了 上 均 有 g' 关 pg* 时， 

G=1%,g ',e,g, 8 }. 1 

这 个 定理 使 我 们 对 循环 群 的 组 成 和 运算 一 目 了 然 , 可 以 称 为 
循环 群 结构 定理 . 

例题 1 无 限 循环 群 G 只 有 2 个 生成 元 . 

证 明 设 G=《g), 那 么 g 和 g ! 均 为 G 的 生成 元 . 

如 果 有 nE1 使 g" 亦 为 G 的 生成 元 , 则 必 有 m EI 使 g= 
(g")"=g”™. 而 G 为 无 限 循环 群 , 故 g = g”™ 北 涵 mx =1, 从 而 
n= t+1. I 

命题 3 设 G=ie,g,…,g”'|, 正 整数 pp 与 m 互 察 是 p< 
mm. 那么 G=《gr). 

证 明 因为 grElg), 故 (g*) 己 (g). 
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另 一 方面 ,p 与 mm 互 素 . 据 第 -- 章 86 引 理 , 必 有 整数 &,: 使 
Rp+ mt=1. 
于 是 
时 ) 

所 以 (5 一 《时 

这 个 命 古 比较 完整 地 回答 了 前 面 提出 的 循环 群生 成 元 的 唯一 
性 问题 

命题 4 无 限 循环 群 的 每 个 子 群 都 是 循环 群 . 

证 明 设 无 限 循 环 棋 G = (g), 旦 是 G 的 一 个 子 群 .e 为 G 
之 单位 元 . 

如 果 如 = |el ,那么 ,已 自然 是 个 循环 群 . 

如 果 五 入 je| ,那么 , 必 有 gr EH iE1, ii 天 0. 根 如 i<0, 由 
2 所 日 , 月 为 于 群 ,可 知 g “EE 有 琅 , 调 0< 一 1. 所 以 ,无 论 如 何 ,可 
设 有 正 整数 i,g' EH. 在 集合 

liElg EH, i>0| 

中 取 最 小 者 , 设 为 m. 

可 以 断言 ,对 任意 g"E 厅 都 有 mln. 设 


n=mgtr, Or<m. 


那么 ,由 
=(g”) rg’, 
可 推出 g =g"'(g”)“E€ 晶 , 故 必 有 r=0, 也 就 是 min. 所 以 ， 
H=《g"). I 


例题 2 设 G=《g) 是 个 无 限 循环 群 ,有 H=《g') 和 K=(gi) 是 
G 的 两 个 子 群 ,i,j 之 0. 如 果 d 是 i,i 的 最 高 公 因 数 ,m 是 i,j 的 
最 小 公信 数 ,那么 有 - 

KNH=(g"), (KUH)=(g’). 

证 明 电 于 m 是 i,j 的 公 和 倍数 , 必 有 a,6bEI 使 m=ai= 妇 ， 

故 
8" Elg), ge"Elgi). 
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因为 (g”) 是 包含 gm 的 G 的 子 群 的 交集 ,自然 应 有 
(gElg), lg")E(e); 
进而 (g"”) 己 (g ?站 (g)=KNH. 

反 过 来 ,车 G 的 元 素 g' ECg) 门 4g’》, 则 必 有 ilt, jt, 即 ft 
是 ij 的 一 个 公 和 倍数 .而 m 是 i,j 的 最 小 公 倍 数 , 故 m1|z， 

2 Elg"), 
岂 就 是 HNK= (g”》. 
关于 tg!)=《 玉 UK). 因 为 d 是 i,j 的 最 高 公 因 子 , 故 有 a,b 
EI 使 得 
+ 一 
由 于 季 ,时 均 在 五 UK 生成 的 子 群 (HUK;» 中 , 故 
a =gw ECHUR). 
从 而 gr 生成 的 子 群 包 含 在 (HUK) 中 . 
另 一 方 而 ,在 $2 中 ,我 们 已 经 分 析 过 ,由 只 会 两 个 元 素 < ,2 
的 集合 S 所 生成 的 子 群 中 ,每 个 元 素 必 形 如 
0 
在 这 里 ,a=g', 65H. 所 以 ,(1g' ,gi'|) 的 元 素 必 形 如 
gg pg" = 7, wvEL. 
由 于 diji, d1j, 故 g***E《g*). 所 以 
(HUK)= (lg ,gl)=(g"). 1 

无 限 循 环 群 的 最 典型 代表 是 整数 加 法 群 (I, + ). 整数 1 是 它 
的 一 个 生成 元 ,每 个 正 整数 i 等 于 i 个 1 相 加 ,每 个 负 整 数 j 等 于 
一 j 个 -1 相 加 . 

上 述 几 个 命题 套 在 (1L, + ) 上 , 妓 是 说 , 它 的 每 个 子 群 恰好 由 某 
个 非 负 整数 n 生成 ;两 个 非 负 整数 i,7 的 最 高 公 因 数 为 4 ,最 小 公 
倍数 为 m, 则 

DNG)= 4a), (jh =(DU0))=(m). 
关于 有 限 循环 群 ,可 用 下 述 方法 得 到 一 个 典型 代表 . 
在 整数 集 工 中 ,用 第 一 章 $3 例 12 的 方法 得 一 商 集 
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I ={[0],51),.%, [rz -1]}, 


其 中 
[0]=4,—n,0,n.7}, 
[1]=4…, ~ n+l1,1,n+1,.}, 
[z=1]=1, 1.n -1,2r- l,l. 


要 特别 注意 的 是 ,等 价 类 的 代表 元 素 是 可 以 任意 取 的 ,例如 
[0] =[n] [~ 4o]. 在 写 集 合 工 ,的 元 素 时 ,只 要 取 工 对 等 价 关 系 
~ 的 一 个 完全 集 作 代 表 . 现在 取 的 10,1,……,?z 一 十 即 为 一 完全 集 . 

为 书写 方便 , 记 工 ,为 I. 

下 面 打算 用 -- 个 自然 的 方法 在 I 中 定义 一 个 运算 ,并 使 I 在 


此 运算 之 下 作成 群 . 
规定 ,I 的 任意 元 素 [4], [5] 对 应 I 中 元 素 [a + 56], 即 [a]， 
[5 对 应 a+ 5 所 在 的 等 价 类 . 
例如 , 当 n=5 时 ,等 价 类 [3],[4] 对 应 等 价 类 
[3+4]=t., -3,2,7,…}. 
和 启 样 ,等 价 类 
[-9]={…, ~9,~4,1,.…| (1) 
和 等 价 类 
[7]={…, -3,2,7,."| (2) 
对 应 等 价 类 
[-9+7]=4…,~2,3,8,.…}. 
这 种 对 应 方式 乃 是 把 两 个 等 价 类 到 定 后 ,并 不 限于 必须 用 菜 


一 完全 集中 的 元 素 作 代表 ,而 是 任 取 两 个 元 素 作 代表 ,于 是 可 把 它 
们 记 为 fa],[ -然后 , 即 用 任 到 的 代表 元 a 和 6 来 确定 等 价 类 
[a],[5] 所 对 应 的 等 价 类 . 
然而 ,这 里 发 生 了 一 个 严重 问题 ,这 真 的 是 个 对 应 吗 ? 也 就 是 
问 ,这 真 的 是 个 Ex 开 到 下 的 映射 吗 ? 又 等 于 间 , 按 着 这 种 方式 
[zj],[5] 对 应 的 旦 工 的 一 个 “确定 的 "元素 吗 ? 
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具体 说 来 ,等 价 类 (1} 和 等 价 类 (2) 既 可 以 用 ~9 和 7 分别 代 
甫 之 ,也 可 以 用 1 和 47 分 别 代表 之 , 按 前 一 种 代表 方式 ,它们 应 对 
应 [ ~9+7], 而 用 后 一 种 代表 方式 ,它们 又 应 对 应 [1] +47]. 那 么 ， 
能 保证 
[-9+7]=[1+47] 
成 立 吗 ”我们 有 
命题 5 在 1 中, 如果 [a j=[azy], [oj= 52:], 则 
[ert bl= Lat+b2}. 
证 明 如 果 [e]=fa:], 即 a ~az, 也 就 是 a|(al 一 a2). 即 
必 有 整数 & 使 
Ql 一 aa 十 am. 
同样 ,[6] = [5] 导致 有 vE 工 使 
bi = b+ rm. 
加 起 来 ,得 
artbr= (a th tutvu)n, 
也 就 是 (al + 6) -(aa +ps) 可 以 被 ”整除 ， 
G1 th a b2, 
从 而 [ay + bj= [as+62]. 1 
这 个 命题 解决 了 所 给 运算 定义 的 合理 性 , 按 这 样 的 规定 ， 
[a],{51E1 对 应 1 的 一 个 确定 的 元 素 [a + 力 ]. 我 们 把 这 种 运算 
称 为 商 集 I 的 加 法 , 记 为 图 ,从 而 有 ， 
[LaiBLs]= [Lat+b]. 
命题 6 《, 田 ) 是 个 交换 群 . 
证 明 ”对 任意 [a],[6],[c]€l, 


([a EE[51)B[e] 
=ta+bB[ec] (图 的 定义 》 
=[(a+8)+c] (全 的 定义 ) 
=fa+(a+c)] (整数 加 法 可 结合 ) 
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=[a Es+ce] 《8 的 定义 ) 
=[a]H(Ls ej}) (四 的 定义 ). 
即 (1, 田 ) 满 足 结合 律 . 
对 任意 [a1E1, 由 于 数 0 的 性 质 ,有 
[0]ELal=to+e]j=[e]， 
[a HE[0]=Ta+0]=[al. 
即 [0] 是 恒 等 元 . 

对 任意 [a]Ei, 肥 等 价 类 [一 aj, 有 
Lalh[~al={at+(-a)]=[0], 
[(-alBlal=[(-a)}+a]=[0]. 

即 L 一 aj 是 [a] 的 北 元 素 . 

由 于 整数 加 法 群 满足 交换 律 , 故 对 任意 [a],[5]EI, 恒 有 
[ab]=[a+6]=[b lal. 

从 而 人, 田 ) 是 个 交换 群 . 1 
腾 (I, 田 ) 含 n 个 元 素 ,对 任意 正 整数 mm ,1m 过 nn, {fm]= 
m[1]. 这 说 明 群 (I, 田 ) 是 由 [1] 牛 成 的 循环 群 . 

这 种 用 等 价 类 作 元 素 构 造 出 来 的 运算 系统 在 《抽象 代数 中 将 
占 极 重要 位 置 ,请 读者 趁 本 节 内 容 简单 .负担 轻 的 机 会 把 这 个 群 的 
定义 仔细 玩味 玩味 - 

与 命题 4 中 的 无 限 循环 群 相对 照 ,可 以 讨论 有 限 循环 群 的 子 

群 . 

例题 3 有 报 循 环 群 G= |e,g ,…,g” "| 的 每 个 子 群 可 都 是 

循环 群 - 

证 明 设 


H= {e,g ,g ,8 ), 
其 中 i,j,…,& 是 大 于 0 小 于 的 整数 , 且 丙 两 不 向. 设 ! 是 它们 
之 中 的 最 小 者 . 
可 以 断言 ,! 必 能 整除 i,;,…,&. 设 
i=qi+r, O&Kr<il. 
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由 于 g'€ 昌 , g€ 昌 ,从 而 
g=g((g)) EH. 
由 ! 之 最 小 性 推 知 +=0, 所 以 ， 


i=lg, j=ip, **, R=im, 
T= 1e,(g)", (8) ,C8 )"} Ea). 
另 一 方面 ,g' EH, (g) 三 H, 故 的 = 时) 1 


例题 4 在 ”次 循环 群 
G=fe,g,sg" !} 
中 ,车 = 能 分 解 为 正 整 数 s,t 之 积 , 即 n= st, 则 G 有 而 且 只 有 一 
个 子 群 售 上 个 元 素 . 
证 明 我 们 看 久生 成 的 子 群 4 好》 .形式 上 它 含 有 
ea 
但 gr=g"=e, 人 由 有 人 二 本 人 二 人 所 以 ,从 (本 
起 ,后 面 的 元 素 就 与 前 列 元 素 重 复 了 .《g') 不 重复 的 元 素 最 多 可 能 
是 
ee (*) 
现在 来 说 明 上 述 + 个 元 素 必 然 两 两 不 同 , 这 是 因为 ,G 的 x 
元 循环 群 
8 
两 两 不 同 , ( * ) 乃 是 其 中 的 一 部 分 而 已 、 
这 就 解决 了 本 题 的 存在 性 证 明 ,下 面 来 解决 唯一 性 问题 . 
设 G 中 还 有 一 个 元 素 g , 它 生 成 的 子 群 也 恰好 含 二 个 元 素 ， 
我 们 要 证 明 (外 》= 《全 ). 这 里 要 注意 ,只 要 证 明 两 群 相 等 ,不 是 去 
证 明 g = g’, 那 可 能 是 办 不 到 的 . 
事实 上 , 群 (g' ) 的 :个 元 素 
eg8 ,8 sg 
两 两 不 同 , 且 g* E《g ), 必 知 g” =e. 再 用 命题 1, 必 有 n|(tr). 设 
坟 二 kn 二 (st), 则 得 


CDr 


r= ks. 
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于 是 有 gE€《g'), 进 而 (g )S《8》， 
另 一 方面 ,已 经 知道 (8 ) 本 身 就 含 t 个 元 素 , 而 4g') 也 是 含 z 
个 元 素 , 故 (g')=《g'》 1 
例如 ,6 阶 循环 群 
jeaa2z，e as a5l 
只 有 一 个 三 元 子 群 
H=|e,a’ ya4j. 
这 个 子 群 是 a? 生成 的 ,也 是 “* 生成 的 , 即 
H=(a)= (a’). 


习题 四 


1. 给 出 循环 群 (1.。 ,中 ) 的 所 有 子 群 , 且 指 出 每 个 子 群 的 生成 元 ( 它 的 
每 个 子 群 都 是 循环 群 ,由 一 个 元 素 生 成 ). 
2. 在 循环 群 (La , 田 ) 中 ,把 子 集 
1[4] ,16J,[S] 
生成 的 子 群 写 出 来 , 它 可 由 娜 些 单个 元 素 生成 之 ,把 该 子 群 按 生成 元 升 宕 排 
列 其 元 束 . 
3 证明， 


1 
一 
在 数 的 乘法 之 下 是 个 循环 群 ,其 中 j 是 纯 虚 数 . 
4. 群 G 有 4 个 元 素 ea,p,c, 已 经 知道 G 不 是 循环 群 ,请 完成 乘法 表 
| 6 < 
a 5 < 


1 -i 沫 


no man 
oo yaals 


85 阶 数 


定义 1 群 G 中 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 数 . 当 G 有 无 穷 多 个 
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元 素 时 ,说 G 是 无 限 阶 的 ; 当 G 的 元 素 个 数 有 限时 ,用 | Gi 代表 
G 的 元 素 的 个 数 . 

对 于 群 G 的 元 素 a, 如 果 有 非 负 整数 ,使 得 a"=e, 且 为 
使 上 等 式 成 立 的 最 小 的 非 负 整数 , 则 说 a 是 有 限 阶 的 , 阶 数 为 n. 
如 果 找 不 到 这 样 的 数 , 则 说 a 是 无 限 阶 的 .也 有 人 把 元 素 的 阶 数 
称 为 元 素 的 周期 . 

这 一 节 , 我 们 要 讨论 群 中 元 案 的 阶 数 与 群 的 阶 数 的 关系 , 群 的 
阶 数 与 其 庄子 群 阶 数 的 关系 ,得 到 有 名 的 又 有 用 的 拉 格 朗 日 定理 . 

为 了 处 理 这 个 问题 ,需要 引进 群 G 对 其 子 群 岂 的 陪 集 概念 ， 
而 陪 集 从 此 以 后 就 不 断 地 出 现在 群 的 各 种 问题 的 讨论 中 ,是 本 课 
程 的 最 重要 的 概念 之 一 .同时 ,对 初学 者 来 说 也 是 - -个 不 太 容易 理 
解 的 概念 之 一 . ， 

希望 读者 在 一 开始 接触 “ 障 集 ” 时 ,能 多 分 析 一 些 实例 而 不 是 
硬 记 抽象 定义 . 

例 1 在 S; 中 ,(123) 的 阶 数 等 于 3. 

例 2 在 (I,+) 中 ,任意 莫 零 整数 mz 的 阶 是 无 限 的 . 

例 3 设 G 为 从 1 到 11, 一 1 的 所 有 映射 作成 的 集合 .对 每 对 
映射 f/,gEG, 令 它们 对 应 G 中 元 素 h( 也 就 是 1 到 i1, 一 11 的 里 
射 )， 


hl)= F080), jEL 
也 就 是 说 ,让 f,g 对 应 这 样 一 个 从 I 到 {1, 一 1 的 映射 有, 它 把 整 
数 ; 变 成 数 /(7) 和 数 g(j) 的 乘积 . 由于/(j),g(j) 均 或 为 1 或 为 
=-1, 故 它们 的 乘积 也 是 1 或 ~ 上， 
这 样 ,我 们 得 到 一 个 G x G 到 G 的 映射 , 称 为 0 上 函数 匡 
法 , 记 为 hfxXg. 
G 中 元 素 i, 它 把 所 有 整数 都 变 成 1, 即 
i(7)=1， 任意 jE€L 
是 (62, x ) 的 一 个 恒 等 元 .对 任意 fEG ,从 I 到 {1, -1| 的 映射 
gi))= ~/f(), jE€T 
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是 了 了 的 一 个 逆 元 素 . 

G 中 三 元 素 访 ,f;,f; 在 函数 乘法 之 下 的 可 结合 性 可 归纳 结 
为 在 任何 整数 j 处 , 数 f;(j),f3()) 和 (7) 滋 法 的 可 结合 性 , 故 
《C ,Xx ) 满 足 结合 律 ， 

这 就 验证 了 (G, x ) 是 一 个 群 .而 且 , 它 是 个 无 限 群 .例如 , 令 
Bg 代表 把 k&E 1 变 成 1 ,而 将 其 余 整 数 均 变 为 -1 的 消 数 , 则 g， 
83: ,… 就 是 不 同 的 映射 . 

同时 ,对 于 每 个 fE G ,我 们 有 

CAx GOD=AFOD AGOD=1，7GEE 
也 就 是 /Xx /= ii 为 恒 等 元 . 

这 说 明 , G 中 非 单位 元 之 阶 数 均 为 2. 

这 个 例 于 告诉 我 们 ,( 之 每 个 元 素 之 阶 数 均 有 限 并 不 意味 着 
G 本 身 的 阶 数 有 限 . 

命题 1 设 a 是 群 G 的 一 个 元 素 . 那 么 a 的 阶 数 与 子 群 (a》 
的 阶 数 相等 . 

证 明 ”首先 ,我 们 要 说 明 , 元 素 a 是 有 限 阶 的 , 当 而 且 仅 当 ， 
有 整数 + 使 得 a = e. 

因为 , 若 工 的 子 集 

A= {mE!lla” =el 
非 空 (1 € 4), 则 一 定 含 非 负 整数 ( 若 :<0, 则 一 *E4). 根 据 整数 
集 的 性 质 , 4 中 必 有 最 小 的 非 负 整数 ” 存在 . 从 而 a 的 阶 数 有 限 ， 
就 是 4. 

进而 ,还 可 以 说 明 ,元 素 是 有 限 阶 的 , 当 而 且 仅 当 , 有 不 相 
同 的 整数 x,s 使 4a =a'. 

这 是 因为 ,车 a 阶 数 有 限 ,为 m ,那么 必 有 

da” 一 a9. 
反 过 来 ,rz 天 但 er =a’ . 则 使 得 o = e. 据 上 而 分 析 ,a 阶 数 必 有 
限 . 
据 §4 命题 1 知 ,元 束 a 的 阶 数 有 限时 , (a) 有 限 , 且 当 a 的 
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阶 数 为 m 时 ,《a) 恰 为 
{esa ,a™ (|s 

从 而 (a) 的 阶 数 亦 为 2. 

如 果 a 是 无 限 阶 的 ,那么 ,对 任意 不 同 的 整数 7, 必 有 天 
a .于 是 , 据 §4 命 题 2, 群 (g) 的 阶 数 也 是 无 限 的 . 1 

定义 2 设 囊 是 群 G 的 一 个 子 群 ,日 在 群 G 中 确定 关系 一 
如 下 ,a,5EG, a~5 当 而 且 仅 当 ab'EH, 称 ~ 是 瑞 在 G 中 确 
定 的 右 关系 . 

命题 2 设 日 是 G 的 子 群 , 则 万 在 G 上 确定 的 右 关 系 一 是 


个 等 价 关 系 . 

证 明 对 任意 eEG, 因 为 ae =eE 再 , 故 c 一 a, 这 说 明 一 
有 反 身 性 . 

如 果 a,5EG, a~#5, 即 ab '€E 晶 ,由 于 日 是 子 群 , 故 有 


(op ') =(b") a '=b "EH, 
5~a, 这 说 明 一 具有 对 称 人 性 . 
如 果 &,65,cEG, a~b,b~c, 即 
ab ‘EH, be !'EH, 
由 于 如是 G 的 子 群 ,就 必 有 
(ab (ac ')=a(b bc !=ac 'EH, 
也 就 是 e 一 < ,说 明 一 有 传递 性 . 
所 以 ,一 是 G 上 的 一 个 等 价 关系 . 1 
例 4 在 群 (L+) 中 , 取 百 =(7), 对 任意 zjJEI i~j 当 而 
且 仅 当 i 一 jE《7), 当 而 且 仅 当 7|(i 一 站). 
例 5 在 3 阶 对 称 群 S, 中 , 取 
H= {i, (12), 
看 由 它 划分 的 等 价 关系 ; 
1 2 3311 2 3Y _ /123 
人 3 0 3 人 1 a], 
知道 
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1 2 3 12 3 /123 
人 3 sj- 3 2 -( 3 3) -023 
闻 理 
123) f23 
: 1 站 2 中 -ay 
我 们 可 以 看 出 ,对 于 群 G 的 一 个 子 群 了 ,还 可 定义 另 一 个 等 
价 美 系 ,对 任意 a,5EG, a 之 6, 当 而 且 仅 当 5 'a 五, 称 为 左 关 
系 . 
一 般 求 说 , 态 所 确定 的 右 关系 一 和 左 关系 全 并 不 一 定 相同 ， 
比如 , 例 5 中 
123If1 2 3 
3 jj LE 3 中 -aa 可 
即 知 (2 3) ~(1 2 3); 而 对 于 二 ,，(2 3) 与 循环 (1 2 3) 不 等 价 . 
定义 3 对 群 G 之 任意 非 空子 集 4,B, 称 G 的 子 集 
{gEOlg=ab, aEA, bEB! 
为 入 与 B 的 豫 积 , 记 为 AB. 
当 A 为 子 群 ,B= 165} 时 , 记 Ab= AB, 并 称 A5 是 A 在 G 中 
的 一 个 右 陪 集 . 
A=|aj, B 为 子 群 , 则 记 aB= 4B ,并 称 aB 为 B 在 G 中 的 
一 个 左 陪 集 . 
例 6 条 件 如 例 5, 则 
HO 23)=14is (123),(12)(12 3)1 


=1{1 2 3),(2 3)}, 
H(132)= {is (132),(12)(1 32)| 
={(1 32),(13)|. 
H(23)= 1is (2 3),(1 2)(2 3)4 
= {2 3),(1 2 3)}, 
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HQ 3)= {is ( 3),(1 2)(13)} 
= {C1 3), (1 32)1, 
(12 3H= 1 23)i,,(12 3)(12)) 
=1C123),(1 3)4, 
(1 2)H=1(1 2)is, ,1 2)(1 2) 
= {is ,C1 2)}, 
(132)H= {C1 32)is ,(132)C12)1 


=|(132),(2 3 站 . 
例题 1 如果 五 是 G 的 于 群 , 则 HH=H. 
证 明 对 任意 gE AHH, 由 HH 的 定义 , 必 有 h,kEH, g= 
各 . 而 电 是 于 群 , 故 所 EH; 也 就 是 gER, 即 HHSEH. 
另 一 方面 ,任意 g€ 五 都 可 写成 
g=ge, gEH, eEH. 
从 而 ,gE HH, 即 HEHH. 
总 结 之 ,得 HH=H. 1 
命题 3 设 霜 是 G 的 子 群 ,~ 是 下 在 G 中 确定 的 右 关系 , 那 
么 元 素 aE G 在 等 价 关 系 ~ 之 于 的 等 价 类 恰好 是 五 的 右 陪 集 
Ha. 
证 明 ” 按 等 价 类 的 定义 ( 见 第 一 章 §3), 元 素 a 的 等 价 类 是 
G 的 子 集 
S,.=1EON ~at, 
现在 来 证 明 S. = Ha. 
如 果 5ES,, 即 6~a, ba 'EH. 令 h=ba!', 则 565= ha 
Ha ,这 说 明 
SE Ha. 
反之 , 如 朵 bE Ha, b=ha, hEH. 那么 , ba-!=hEH, 
一 4a. 从 而 5E S,. 这 说 明 Ha 并 S, .进而 ,有 Ha=S,. 1 
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推论 设 万 是 群 G 的 子 群 ,a,5EG. 郑 么 o6 后 瑟 当 而 且 
仅 当 Ha = Hb. 

事实 上 ,ab 'E 日 , 即 a 一 b. 而 a 一 6 的 充 要 条 件 是 它们 的 等 
价 类 相等 , 即 Ha = Ho. 1 

命题 4 和 如果 万 是 舒 (的 有 限 子 集 , 则 子 集 Ha 的 元 素 个 数 
等 于 日 的 阶 数 . 

证 明 在 有 限 集合 及 和 Ha 之 间 建 立 一 个 双 射 即 可 . 

定义 玉 到 Hea 的 -个 映射 /; 

f(a)=ha, hEH. 

对 任意 gE Ha, 必 有 hLEH 使 g=hia. 从 而 f(h1)=hja =g， 
gEImg fg 为 满 射 . 

如 果 有 有 ,hE 日 僻 得 jh)= 了 (h;), 好 

Sh)= ha=ha=/f(ha), 

由 于 群 中 有 消去 律 ,就 应 有 ,= ,这 说 明 /是 单 射 . 

所 以 ,HH 和 Ha 元 素 个 数 相同 . 1 

拉 格 朗 日 (Lagrange) 定 理 设 G 是 个 有 限 群 .那么 G 的 任意 
子 群 如 的 阶 数 一 定 整除 ( 的 阶 数 , 即 jH| | 1G|. 

证 明 由 第 一 齐 $3 知道 ,G 的 一 个 等 价 关系 决定 它 的 一 个 
分 类 . 

关于 子 群 末 的 右 陪 集 怡 为 等 价 关系 一 的 等 价 类 , 所 以 ,两 个 
陪 集 或 不 交 或 相同 . 又 因为 G 是 有 限 的 , 它 只 含有 限 个 H 的 右 陪 
集 . 我 们 可 取 ai ,as,…, as 为 等 价 关系 一 之 下 的 一 个 完全 集 , 则 

G=HeURasU…UEH 

赵 两 师 不 交 的 等 价 类 的 并 集 , 即 得 G 的 一 个 分 类 . 

因此 ,G 的 元 素 被 分 成 上 组 ,每 个 元 素 在 而 且 只 在 其 中 一 组 . 
同时 ,每 组 元 素 的 个 数 都 是 | 五 | (命题 4) ,所 以 1G1=AIEI， 4 

推论 1 设 G 是 个 有 限 群 .那么 , 它 的 任意 元 素 a 的 阶 数 都 
能 整除 G 的 阶 数 . 
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帮 实 上 , 由 命题 [ 知 元 素 a 的 阶 数 与 子 群 人 ea 的 阶 数 相等 ; 
由 拉 格 朗 日 定理 知 Ca》 的 阶 数 整 除 G 的 阶 数 ;从 而 a 的 阶 数 整除 
IG1. I 
推论 2 设 G 是 个 有 限 群 ,1G| 是 个 素数 .那么 G 只 有 1e| 和 
如 两 个 子 群 . 
这 是 因为 素数 只 有 1 和 自己 两 个 因子 . 1 
推论 3 设 G 是 个 有 限 群 ,|G | 是 个 素数 .那么 G 必 为 循环 


遇 


群 . 
事实 上 , 取 G 之 元 素 4 堪 e, 则 4 的 阶 数 不 等 于 1,《a) 的 阶 数 
要 整除 |G|, 故 有 
l(a}l=16l. 
一 个 有 限 集 的 子 集 和 该 集合 元 数 相等 , 则 该 子 集 必 与 此 集合 相等 ， 
于 是 有 《a》= G. G 是 由 a 生成 的 循环 群 . 1 
例题 2 设 G 是 有 限 群 ,HH 是 其 子 群 ,而 且 1G|=2|FF|. 那 
么 ,如 果 z;2EG 但 zc 皇马， 5 亿 太 , 则 必 有 abE 昌 . 
证 明 当 |G1=2| HI 时 ,G 只 有 五 的 两 个 陪 集 , 一 个 是 五 - 
对 于 G 的 任意 元 a ,如 果 所 五 , 则 陪 集 Ha 与 刀 不 相交 , 故 
必 有 G= HUHa. 
进而 ,如 果 a,5 亿 玉 , 则 5 ' 帮 本 .从 而 a ,5 在 同一 个 陪 集 内 ， 
e 司 “也 在 同一 个 陪 集 内 .换言之 ,a 一 5 .于 是 ， 
alb 1) =abEH. I 
例题 3 设 G 是 有 限 群 ,H 是 其 子 群 ,而 且 |G1=2|H|. 那 么 
五 在 G 中 的 左 陪 集 也 是 右 陪 集 . 
事实 上 ,此 时 刀 只 有 了 两 个 左 陪 集 , 一 个 是 末 , 另 一 个 是 aH， 
a&H. 有 GG=HUalH. 
同 理 , G 只 有 两 个 右 陪 集 ,只 要 a 上 五 , 则 必 有 G= HU Hea. 
综合 之 , 即 知 Ha = aH. 1 
例题 4 对 称 群 S 中 , 子 群 
H=(1(12 3),(12)(3 4)}) 
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阶 数 为 12 ,但 日 不 会 阶 数 为 6 的 子 群 . 
证 明 令 o=(123),5=(12)(34). 计 算得 瓦 的 元 过 


a=(123)， a =(1 32), 
Ba = (2 4 3), (ba) =(2 34)， 
ab= (1 34), Cab) =(143), 


6a=(12)(3 4)， bab =(1 42). 

由 于 天 的 阶 数 是 8S; 阶 数 的 因 于 ,| 日 |124. 上 面 已 经 知道 9 个 不 
同 元 素 ( 包 括 恒 等 舞 换 ), 故 吾 的 阶 数 为 12 或 者 24. 

由 于 a ,6 都 是 偶 冒 换 , 豆 的 每 个 元 素 都 是 若干 个 a ,5 之 积 ， 
从 师 太 的 元 素 只 能 是 偶 置 换 .所 以 ,H 关 Ss,, |]H|= 12. 

设 K 是 厅 的 子 群 ,是 1K|1=6. 我 们 已 经 看 到 HH 中 至 少 有 :+ 
个 元 索 是 3 循环. 于是, K 至 少 不 合 一 个 3 循环 <，c 乞 天- 

但 是 ,前 面 例题 已 指明 , 当 !HI=21K | 时 ,c 信 KK , 则 必 有 c? EE 
.而 c =e, 也 就 是 ,c=c IE 天 ,这 与 c 所 区 序 盾 、 1 

这 个 例题 表明 ,由 拉 格 朗 日 定理 ,不 能 得 出 这 样 的 结论 : 群 G 
的 阶 数 为 2 , 则 对 n 的 每 个 因数 4d,，G 必 有 4 阶 子 群 . 

但 , 当 G 为 循环 群 时 ,我 们 已 经 有 §4 之 例题 4. 

例题 5 设 a,6b 是 交换 群 G 的 元 素 , 它 们 的 阶 数 分 别 为 ny， 
2 ,如 果 mx 和 x 互 素 ,那么 a6 的 阶 数 为 mn 

证 明 一 方面 

(ab)™ ee = (a")*(6")"=e. 
另 一 方面 ,对 任意 :EI 如 果 (ap)* =e, 那 么 ， 
e={(ab)” =a"(p):=a". 

而 a 的 袁 数 为 w ,从 而 zr | (zn). 同 理 ,n|(1om). 

但 是 吉 ,n 互 素 , 故 vr 1: ,nlt. 进 面 (mn | 

所 以 ,op 的 阶 数 刚好 是 min， 4 

命题 5 设 G 是 个 有 限 交 换 群 .如 果 a€G 的 阶 数 : 大 于 等 
于 C 中 所 有 元 素 的 阶 数 ,那么 每 个 元 素 的 阶 数 均 可 整除 1. 
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证 明 任 取 5EG, 设 5 的 阶 数 为 ;. 将 : 和, 写成 素 因 子 之 连 
乘积 , 设 
t= 全 这，0< EL, 
s=ph pp OSp EL 
如 果 s 不 能 整除 :, 闭 么 必 有 某 个 B >w .为 方便 计 , 设 ww < Bi, 即 
有 
t= pit, (pt1)=1, 
s= py, (p,s1)=1. 、 
于 是 ,2 的 阶 数 为 妇 ,而 of 的 阶 数 为 ty ,并且 态 和 zi 也 是 互 案 


的 , 据 上 面 例题 , 立 知 G 的 元 素 a” 5 的 阶 数 为 psi > 思 得 一 蔬 
慎 . 1 
例题 6 了 的 非 零 元 构成 的 乘法 群 是 不 是 循环 群 ? 
证 明 {0} 是 个 10 元 群 .计算 2* 的 各 次 赛 ,得 
2° ,4° ,8" .5 ,10°. 
到 这 时 ,我 们 不 必 算 于 去 了 ,四 为 2" 的 阶 数 要 整除 IL 一 01 的 阶 
数 10, 从 而 只 能 是 


1,2,5,10. 
到 此 为 止 ,2" 的 5 个 不 同方 短 中 尚未 出 现 恒 等 元 1' ,所 以 2° 的 阶 
数 一 定 是 10. 从 而 
{0}=(2"). 1 
例题 7 设 群 G 满足 条 件 
atb=bra?， 对 任意 4a,bEG. 
证 明 :G 之 所 有 周期 为 奇数 的 元 素 和 恒 等 元 e 的 集合 各 是 G 的 一 
个 子 群 , 且 已 是 个 交换 群 . 
证 明 车 a,5bE 琅 ,有 非 负 整数 m,n， 


2m+1 二 2a+1 一 
a = 6 


es =e, 
那么 
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a a ama pb = apa bp” 
一 pia™ pp 一 = p22m+2 = aai 
也 就 是 说 本 中 任意 两 个 元 素 乘积 可 换 ( 现 在 还 没 证 明 abE H). 
对 .F 面 的 o,56E 末 , 册 于 它们 乘积 可 换 , 故 
Cap) em Bad 一 人 DQ Dn =e. 
从 而 元 内 ab 的 周期 应 当 徐 除 (2p1 + 1)(2n 十 ;也 就 是 说 ,ab 的 
周期 必 为 奇数 ,ab EH. 
向 于 a 和 a ' 恒 有 相 辣 周期 , 当 a€E 昌 时 必 有 a '&EH. 
所 以 ,万 是 个 交换 群 1 


习 题 五 


1 设 忆 执 个 群 ,a ,bEG .证 明 :a5 的 阶 数 与 5a 的 阶 数 总 是 相同 的 . 

2. 车 群 G 只 含 唯一 的 一 个 2 阶 元 罕 e ,那么 对 任意 zxEG 恒 有 azr= 
wa 

3. 设 C 是 个 交换 群 , 则 五 = {gE Gilg 和 阶 数 有 限 1 是 G 的 一 个 子 群 . 

4. 车 4 元 群 G 中 任 他 元 素 之 阶 数 均 不 为 4, 则 G 是 个 交换 群 . 

5 G 的 阶 数 是 pp ,p 是个 素数 . 若 G 不 是 循环 群 , 则 对 任意 gE 避 但 


=e. 
6.， 设 是 个 群 , 开 是 G 的 所 有 非 平凡 子 群 的 交集 . 如果 瑟 关 |e|, 那 
么 玫 的 每 个 元 索 的 阶 数 都 是 有 限 的 . 


7。 在 非 堆 复 数 作 成 的 对 法 群 中 , 求 复数 a= 士 +! 如 的 周期 


$6” 群 的 外 直 积 


设 (G,A) 是 个 群 ,(KH,) 也 是 个 群 .作为 集合 ,我 们 可 以 考虑 
集合 G 和 和 集合 万 的 笛 卡 尔 积 G x HH. 
那么 ,是 否 可 以 利用 群 (G ,A) 的 原 有 运算 A 和 群 ( 昌 ,。) 的 厌 
有 运算 。 而 得 到 集合 G x 互 的 一 个 运算 呢 ? 进一步 ,还 希望 
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G Xx 五 在 新 得 到 的 运算 之 下 构成 群 . 

这 种 想法 是 极其 自然 的 . 例如 ,平面 解析 几何 学 中 ,就 是 把 实 
数 的 加 法 、 敢 法 用 到 平面 RxR 上 ,得 到 平面 上 向 量 的 加 法 以 及 数 
乘 运算 的 . 

线性 代数 学 中 ,讨论 线性 空间 的 直 和 、 欧 氏 空间 的 直 和 ,为 矩 
阵 或 变换 化 成 各 式 各 样 的 标准 形式 提供 了 有 力 工具 、 

本 课程 把 关于 群 的 直 积 方法 的 学 习 分 成 两 部 分 . 一 部 分 放 在 
本 节 . 另 一 部 分 ,用 同 构 的 观点 研究 直 积 与 子 群 的 关系 , 放 到 第 三 
章 . 

这 一 节 内 容 比 较 简 单 ,但 涉及 到 的 概念 和 符号 较 多 ,读者 最 姓 
能 用 自己 的 思路 处 理 有 关 证 明 部 分 ,然后 再 对 照 书 上 所 给 证 明 加 
以 检查 ， 

现在 , 设 (G,A) 是 个 群 ,( 态 ,*) 也 是 个 群 .在 G 和 五 的 笛 卡 尔 
积 Gx 恕 上 ,规定 一 个 二 元 运算 如 下 : 

对 任意 (a ,x),(5,y)E Gx 日 , 令 其 对 应 Gx 五 中 的 元 素 

(aAb, rey). 

由 于 A 是 G 上 二 元 运算 ,是 日 上 二 元 运算 ,aAb 确实 是 G 
的 元 素 ,x。y 确实 是 五 的 元 素 , 从 面 (<Ab,z*y) 确 实 是 Gx 于 的 
元 素 

这 样 ,就 得 到 一 个 (GX 万 )x (GxH) 到 GX HH 的 映射 ,也 就 
是 GxH 上 的 二 元 运算 , 记 为 @, 即 

(a,7)(b,y)= (aAb, rey). 
命题 1 在 如 上 的 规定 之 下 ,(GxX 互 ,四 ) 作 成 一 个 群 . 
证 明 对 任意 (a ,x),(b,y),(c,z)EGxXH, 有 
(a,x)B( ,3) De, <) 


={aAb, ry) (ec, 2) 《的 的 定义 ) 
=((aAb)Ac, (rey)°z) (的 的 定义 ) 
=(aA(bAc), re (yz2)) 《A 和 :的 结合 律 ) 


=(a, zr)O(bAc, yz) (C9 的 定义 》 
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二 (a,zx)@O{(5,y)69(c,z)]，( 名 的 定义 ) 


这 说 明 Q 满 足 结合 律 . 
设 ec 是 群 (G,A) 的 重 等 元 ,en 是 ( 末 ,*) 的 便 等 元 .那么 ,对 
任意 (a,x)EGXxH 日 ,有 
(ec ,en (a, 7) 
= (ecAa,ensr) (的 的 定义 ) 
= {a,x). (ecsen 的 性 质 ) 


这 说 明 (ee:ep) 赴 Gx 末 的 左 伍 等 元 . 

对 任意 (ar)EGx 呵 , 即 aEG，zrEP, 由 于 G 和 二 都 是 
群 ,a 在 G 中 有 道 e  …, xz 在 片 中 有 道 元 x ' 使 得 

aiAa=ec， 1 一 6e， 
从 而 (a ! ,x ')EGxX 片 且 使 得 
(a ,2 (a,x) 
={a Aa,r ez) (的 的 定义 ) 
= (eo,en) (a ' ,x ! 的 性 质 ) 

这 说 明 G x 是 在 的 运算 之 下 每 个 元 素 都 有 左 逆 元 . 

据 本 章 §$1, 知 (Gx 日, 多 ) 是 个 群 . 1 

同样 ,对 任意 2 个 群 (G,,*;), i=1,2,"…,n., 我 们 可 在 管 卡 
尔 积 G1 X… x G 上 规定 ,任意 (atyaz， wan) (B16 pt) 
EGx…XxG。 对 应 

(al si6 aasz62 °°" Gn adn )， 
则 得 到 Gl xX…x G, 上 的 一 个 运算 , 记 为 人 @, 即 
(CE (065)=(aio6saseobn)， 

这 样 ,(Gi X… xX G, ,的 ) 是 个 群 . 

例 1 取 G,=G,=…=G,=R, 诸 运算 .; 都 是 实数 加 法 , 则 

《Cr 
就 是 大 家 熟知 的 实 的 x 维 线性 空间 中 向 量 的 加 法 . 

例 2 设 G 是 所 有 ?2 阶 可 道 矩 阵 在 矩阵 乘法 x , 之 下 构成 的 
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群 , 末 是 所 有 zm 阶 可 逆 和 矩阵 在 矩阵 乘法 x。 之 下 构成 的 群 . 
对 任意 A,BEG, X,Y 和 所 万 ,也 就 是 
(A, XJEGxH, (B,Y)JEGXH. 
规定 
(A, XDIB, YT)=0A xX.B,XX,.Y), 
则 Gx 五 在 图 之 下 构成 群 . 
下 一 章 里 ,我 们 会 看 到 (G x 五,@@) 与 所 有 形 如 


A 0m 行 
| 0 其 太行 
吉 列 到 


的 可 道 分 块 和 矩阵 在 矩阵 乘法 之 下 构成 的 矩阵 的 代数 结构 是 相同 
的 . 

读者 自己 可 以 证 明 , 群 (G ,A) 和 各 群 ( 肛 ,…) 用 前 述 方法 引出 的 
群 (G Xx 玉 ,多 ) 是 交换 的 , 当 而 且 仅 当 群 (G,A) 和 群 ( 态 ,) 都 是 交 
换 的 . 

定义 设 (G, ,1),…,(G,,*,) 都 是 群 .在 G1X…xG, 上 规 
定 , 任 意 (aan) (5 ,6,)EGIX… XG,, 对 应 

(Cars, a OB se by) = a bs bs) 

则 群 (G Xx… Xx G, ,的 ) 称 为 群 (G1,*1),…,(G,,*,) 的 外 直 积 . 

当 各 群 之 运算 从 上 下 文中 能 明确 分 辨 出 来 时 ,可 以 不 提 运 算 ， 
而 简单 说 G, Xx… x G, 是 群 G1,…,G, 的 外 直 积 .我 们 这 里 把 群 
的 外 直 积 (Cix …x G, ,的 ) 记 为 G1@…@@G,. 

命题 2 如 果 G= (8) 是 mx 阶 循环 群 ,H =() 是 n 阶 循环 
”和 群 , 且 m,n 互 质 . 则 G 和 已 的 外 直 积 Gx 五 是 个 mn 阶 的 循环 
群 . 

证 明 看 GX 耳 中 元 素 (g,#) 的 阶 数 . 

如 果 有 正 整 数 使 (g,h)* ={ec ,en), 即 

(gt,h*)= (en,en), 
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也 就 是 名 =ec ,有 = en, 那么 ,因为 mm 是 g 的 阶 数 ,n 是 的 阶 
数 , 据 §4 命 题 1, 应 有 m[&, x|k. 
下 面 来 证 明 ( m4) |. 出 于 wr1&, 设 有 整数 z 使 k= mt. 再 由 
2 ,天 互 质 . 设 有 
pmt+ gn=1l, p,qg€l. 
于 是 ,有 
ptimt+ gin=t, phk+(gt)n=t. 
由 于 2 ij, 知道 二 整 除 上 式 左 端 两 项 ,从 而 n 应 当 整 除 1. 设 := 
nsss€T, 则 
R= mt= pins, 
即 (un) | 
这 说 明 , 只 不 使 得 (g, 有 )* = 《ec ,en), 则 必 有 (zmn)|&. 而 
且 
(gh)™ =(g",h™)=(ec,en), 
即 wen 是 使 得 (g,h)* = (e;, en) 成 立 之 最 小 的 非 贷 整数 . 据 阶 数 
的 定义 ,(g ,及 ) 的 阶 数 为 wn， 
很 容易 看 出 , 当 G 的 阶 数 为 着 ,五 的 阶 数 为 x 时 ,Gx 五 的 
阶 数 为 ram- 
现在 ,《(g ,hh)) 的 阶 数 为 mn , 故 必 有 
GxXH=((g,h)). I 
例题 1 设 群 G 和 群 H 的 阶 数 均 为 p，p 是 个 素数 并 可 决定 
G 生 的 外 直 积 G6OFH 所 含 子 群 的 个 数 . 
解 ”G 四 五 阶 数 为 请. 由 于 声 是 个 素数 , 太 只 有 3 个 因数 ， 
1,p, 户 .从 而 GOOH 的 子 群 的 阶 数 只 能 是 1,p,p?. 
任何 群 的 1 阶 子 群 只 有 一 个 ,由 恒 等 元 生成 . 住 何 有 限 群 与 自 
己 阶 数 相等 的 子 群 也 只 有 - -个 , 即 其 本 身 ， 
现在 ,我 们 来 计算 GOOH 的 户 阶 子 群 的 个 数 . 
首先 ,由 拉 格 朗 日 定理 的 推论 3 知道 ,p 阶 群 (p 是 素数 ) 一 定 
是 循环 群 . 
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其 次 , 任 取 GOOH 的 一 个 不 等 于 伟 等 元 的 元 素 (g,h), 则 由 
G 和 五 的 阶 数 为 p, 知 
(gsh)’=(g7,h")=(ec,en). 
间 时 ,因为 (g,h) 不 是 (eo ,en), 它 的 阶 数 不 能 为 1; 也 就 是 说 ， 
(g ,hh) 的 阶 数 为 p. GC@H 中 非 什 等 元 的 阶 数 均 为 p, 从 而 它们 生 
成 的 子 群 阶 数 亦 为 p. 
GOOH 共有 p? 一 1 个 元 案 不 为 便 等 元 ,它们 各 自生 成 一 个 p 
元 循环 群 . 而 每 个 循环 群 中 含有 p -1 个 非 恒 等 元 .也 就 是 说 ,这 
六 一 1 个 元 素 生 成 的 循环 群 中 ,每 个 竹 环 群 都 重复 出 现 p 一 1 次 . 
所 以 ,GOH 中 共有 
(p* ~1M{p-1)=p+1 
个 不 同 的 p 阶 循环 群 . 
GH 的 p 阶 于 群 都 是 循环 群 .从 而 GO@H 有 +1 个 pp 阶 
子 群 . 
综合 之 ,GOH 有 p +3 个子 群 . 1 
设 G,H 是 任意 的 两 个 群 ,GCOH 是 它们 的 外 直 积 . 令 
G’=1(g,h)EGOHIA=en), 
H'={(g,h)E GOHI|g= ecl. 
换 名 话说 ,G 是 GOOF 的 一 个 了 集 , 它 由 GOOH 中 (g,en) 形 式 元 
素 组 成 ,gz 取 遍 群 G. HH 是 G@H 的 一 个 于 集 , 它 由 所 有 形 如 
《ec ,万 ) 的 元 素 组 成 ,hh 取 迪 群 玉 . 
命题 3 符号 如 上 .那么 ,G 和 者 是 GOOH 的 子 群 . 
证 明 首先 (ec,en)EG 
其 次 ,任意 (sl,er),(gaen)cG ,出 
(genp)G(gaer)= (gg82,en) EG’, 
即 G 税法 封闭 . 
最 后 ,对 每 个 (g,en)EG’ ,有 (g !,en)EG”. 
所 以 ,G 是 GOH 的 一 个 子 群 . 同 理 ,H 也 是 GOH 的 一 个 
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子 群 . I 

命题 4 符号 如 上 .那么 GOH 的 每 一 个 元 素 都 是 一 个 G 的 
元 素 和 一 个 五 的 元 素 的 乘积 ,而 且 这 两 个 元 豆 囊 交换 . 如 果 不 计 
次 序 ,那么 GOH 的 元 素 表 成 G 的 元 与 末 的 元 之 积 时 , 表 法 唯 


证 明 任 取 (g,h)E GOH, 就 有 
(g,h)=(g,en)D ec,h)=(e0,h)(g,en), 
其 中 (g ,en)EG’, (ec,h)EH'. 
如 果 有 (gi,e1), (gs ,en)EG’, (ec ,hi), (ec ,hi)EH',H 
(gi en)O (en, hi) = (g2,en)D (ec,h,), 


即 有 

(g1,h1)=(g2 ,hz), (#*) 
作为 集合 , 群 GO@H 是 集合 G 和 玉 的 笛 卡 尔 积 ,( x ) 意 昧 着 g, = 
82， ,= hh .这 就 说 明 表 法 是 唯一 的 ， i 


命题 5 符号 如 上 .用 ~ 代表 入 在 GO 的 FH 中 确定 的 右 关系 ， 
则 G 是 一 关系 之 下 等 价 类 表示 的 一 个 完全 集 . 
证 明 如 果 (g ,en),(gi,en)EG'， 
(given) ~ (gi ,en), 
即 (g ,en)C(gz,en) GE 五 ,也 就 是 
(gigi' ,en)EH’. 
于 是 ,应 有 gga!'=e6, g1=g2. 
这 说 明 , G“ 的 不 同 的 元 素 在 不 同 的 一 等 价 类 中 (每 个 等 价 类 
就 是 G6OH 关于 五 "的 一 个 右 陪 集 ). 
进一步 ,对 任意 (g,h)E GGQB ,有 
(gsh)O(g !,en)=(e0,h)EH’, 
也 就 是 
(gsh)~(gsen), (grh)EH (gen); 
如 GOH 之 每 个 元 素 必然 属于 某 个 G“ 中 元 素 的 右 陪 集中 . 
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所 以 ,G 是 G 的 日 关于 日 的 右 等 价 类 表示 的 一 个 完全 集 
合 . 1 
例题 2 设 之 是 群 G 的 中 心 ,C 是 群 太 的 中 心 , 即 
2Z=|z€EGlgr= xg, 对 任意 gE€G!， 
C= {yE Hilhy= 沁 ,对 任意 hEHI. 
那么 第 卡尔 积 ZXxC 恰好 是 群 GOFF 的 中 心 , 即 
ZXC=17, WEGOHI (zr,y) (gh)=(g,h)(r,y), 
任意 gE€G, hEHI. 
证 明 若 (z,y)EZxC, 即 zeZ，yEC, 那 么 对 任意 gE 
GE 昌都 有 
XE gtr, Wh= hy, 
从 而 (ry) (gh)= (gh) (ry). 
反 过 来 , 芳 (r,y)E GOOH, 且 对 任意 g€G, hE 都 有 
(ry gh)= (gh) (ry); 
分 开 写 ,也 就 是 
Tg=gr, MM=hy. 
这 说 明 工 EZ,yEC, 从 而 (zx,y)EZXC. 


所 以 ， 
ZXC={(r,y) EGOHI(z,y) (gh)= (gh) (zr,y), 
任意 gE€G, hEH}. I 
习题 六 


1.， 给 出 群 (二 ,+),{E ,+ ) 外 直 积 (三 ,+ )G(5 ,+ ) 的 乘法 表 . 

2， 给 出 (1" ,1" ) 以 外 的 元 罕 , 它 也 是 上 题 中 循环 群 (L ,+ JE ,+) 
的 生成 元 ， 

3 给 出 群 (E ,+ ) 的 外 直 积 DGODGOL 的 所 有 子 群 . 


小 站 


群 ,是 抽象 代数 学 中 头号 重要 的 概念 . 
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数 的 加 法 、 非 奇异 矩阵 的 乘法 、 可 道 映射 的 复合 .刚体 的 运动 
等 表面 上 差别 硕大 的 现象 ,本 质 上 却 可 以 抽象 出 相同 的 基础 :一 个 
集合 上 有 个 二 元 运算 朋 满 足 $1 之 (1),(2) 和 (3). 

有 了 这 个 共同 基础 ,经 过 严格 的 推理 ,我 们 知道 ,它们 必 有 很 
多 内 在 的 深入 的 相同 之 处 .例如 消去 律 . 恒 等 元 唯一 ,等 等 . 

这 样 ,今后 只 要 过 到 一 个 带 运 算 的 集合 满足 (1),(2) 和 (3), 即 
使 是 从 来 没 罗 见 过 的 新 科研 成 果 中 的 对 象 ,我 们 也 不 用 重复 推理 
而 可 直接 判断 , 它 必 满足 消去 律 .这 就 叫 举 一 反 三 , 这 就 叫 公理 化 
方法 ， 

二 人 (2) 和 (3) 的 基础 上 做 形式 推演 绝 不 是 文字 游戏 ， 

学 习 打 基础 、 

前 玫 本 到 在 弛 深信 地 研究, 趟 是 胡 请 定 久 有 地 
而 是 理解 其 实质 - . 

要 丢 开 书 自己 就 能 顺利 地 证 明 , 对 于 一 个 集合 G 和 和 G 上 的 二 
元 运算 下 列 几 组 条 件 等 价 ; 

(1) ”结合 律 ， (2) 有 恒 等 元 ， (3) ”每 元 有 逆 元 ; 

(1)” 结合 律 ， (2)” 有 左 恒 等 元 ， (3)” 每 元 有 左 逆 元 ; 

{1 六 结合 律 ， ‘oy 有 唯一 的 恒 等 元 ， (3)” 每 元 有 唯一 
的 逆 元 ; 

(1)” 结合 律 ， (2)” 对 任意 .5E G ,方程 

az=6, y=6b 


性 有 解 . 

要 把 握 住 群 的 实质 ,必须 熟悉 一 些 群 的 实例 ,如 整数 加 群 、1 
加 群 ,置换 群 . 循 环 群 . 

子 群 这 一 概念 接受 起 来 应 无 困难 ,但 对 子 群 的 陪 集 需 多 下 工 
去 .下 一 章 我 们 要 把 障 集 做 为 元 素 去 运算 . 众多 陪 集 撑 在 一 起 令 人 
腿 花 ,读者 最 好 在 这 里 事先 多 观察 观察 它们 . 

有 限 群 是 个 重要 群 类 , 拉 阁 明日 定理 叙述 起 来 简单 但 能 定量 
地 给 出 群 阶 与 子 群 阶 的 关系 ,是 处 理 有 限 群 结构 的 极 有 用 的 工具 ， 
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如 能 灵活 运用 常 可 事 半 而 功 倍 . 

关于 外 直 积 的 讲述 已 经 超过 了 自学 考试 大 纲 的 要 求 .由 于 这 
个 概念 比较 好 接受 ,在 构造 群 的 例子 的 时 候 能 开阔 眼界 ,这 里 写成 
短 短 一 节 , 不 要 求 每 位 读者 都 仔细 阅读 ,知道 一 点 新 思路 是 有 好 处 


复习 题 - _ 
1， 设 (G，) 是 个 群 .规定 任意 a,6E G,， axb= ba, 证 明 :(G,x ) 也 


2， 在 群 G 中 已 知 z or=y ,yy !xy==z .求证 :z=y'=e. 
3. 在 群 G 中 任 取 一 固定 元 < ,规定 /gag ,8 和 E 侣 .证明 : 广 是 个 双 


4， 设 是 是 G 的 子 群 ,S 是 上 的 所 有 关于 开 的 左 陪 集 的 集合 ,是 
的 所有 关于 玉 的 右 障 集 的 集合 . 则 映射 . 
a:aH>Ha!, a€EG 
是 S 到 了 的 双 射 . 
5， 设 避 是 个 群 ,a,6E G, 5 的 阶 数 是 3, ab = 如 .那么 a,5 生成 的 于 
群 (ae ,6) 的 元 素 只 能 是 于 列 三 种 形式 元 素 之 一 : 
ep ,于 ET 
6 设 (及 ,+ ) 是 整数 加 群 (I, + ) 的 子 群 , 且 日 FL 那么 开 必 为 全 体 偶 
数 的 集合 . 
7， 设 G 是 个 铬 ,aeE G. 证 明 :xc 与 e 阶 数 相同 . 
8 证 明 :有 再 数 加 群 (Q, + ) 的 每 个 非 零 元 素 的 阶 数 都 是 无 限 的 . 
9 设 G 是 个 n 元 集合 ,是 C 上 的 一 个 满足 结合 律 的 二 元 运算 .车 它 
还 满足 左右 消去 律 ,那么 0(G，) 是 个 群 ， 
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证 
中 
二 
下 
于 
可 
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小 孩子 作 加 法 , 先 把 2 个 苹果 与 2 个 手指 对 应 ,3 个 华 果 与 3 
个 手指 对 应 ;然后 ,计算 2 个 手指 加 3 个 手指 , 数 一 下 ,得 5 个 手 
指 ; 最 后 ,再 根据 对 应 原则 判定 ,2 个 苹果 加 3 个 苹果 也 必然 是 5 
个 苹果. | 

这 就 是 本 章 要 讨论 的 群 的 同 构 的 思想 背景 . 把 那些 从 代数 学 
观点 看 来 结构 相同 的 群 归 成 类 ,研究 问题 时 即 可 举一反三 、 

另 一 个 学 习 方 法 是 把 大 的 、 复 杂 的 群 归结 为 对 小 的 简单 些 的 
群 的 研究 . 比如 ,要 了 解 一 个 旅馆 的 各 房间 的 布置 情况 ,可 以 看 一 
个 小 的 模型 ,可 知道 ,楼 有 几 层 ,各 房间 的 位 置 等 ,然后 ,再 具体 看 
各 等 级 房间 的 代表 ,具体 了 解 床 . 些 .电话 的 位 置 .如果 同 等 级 房间 
内 部 都 一 样 ,那么 ,你 用 较 少时 间 了 解 了 整个 旅馆 

这 种 研究 方法 用 在 群 的 研究 上 ,我 们 要 引 人 “ 妊 的 同 芒 "概念 ， 
并 得 到 一 系列 深刻 结果 .特别 是 群 同 态 基本 定理 . 

本 章 有 些 内 容 比较 抽象 . 相当 多 的 初学 者 对 *“ 商 群 "等 概念 会 
党 得 难于 理解 .为 此 ,各 节 都 配 有 较 多 例题 ,读者 不 要 轻易 跳 过 去 . 
局 时 ,也 附 有 难 易 不 同 的 习题 ,读者 应 尽量 独立 完成 . 

这 一 阶 眉 是 整个 《抽象 代数 学 学 习 过 程 中 思想 方法 上 的 一 次 
飞 路 ,如 果 上 顺利 通过 本 章 各 个 环节 ,那么 在 其 后 的 内 容 的 学 习 上 将 
不 会 有 根本 性 障碍 . 
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$1 群 的 同 构 


对 于 自然 数 ,不 同 的 民族 发 骨 了 不 同 的 计数 方法 ,有 | 一 ,二 ， 
三 ,四 ,…!, 有 141,2,3,…| 有 | 1 , 卫 ,有 ,…} ,也 有 one,two, three, 
“等 等 .但 是 ,在 数学 上 ,我 们 认为 它们 是 相同 的 系统 ,而 符 导 上 
的 差别 是 无 关 紧 要 的 . 因为 只 要 经 过 一 个 翻 释 过 程 ,任何 一 个 系统 
中 的 运算 成 果 都 可 以 在 其 他 系统 使 用 . 

这 种 只 是 符号 不 同调 实质 上 (我 们 只 注意 其 代数 运算 ,与 此 无 
关 的 东西 就 认为 是 非 实质 性 的 ) 相 同 的 系统 是 大 量 存在 的 . 为 此 ， 
引入 " 疝 构 "的 概念 . 

定义 1 设 (G,A) 是 个 群 ,( 妃 ,") 也 是 个 群 .如 果 F:G- 五 是 
个 双 射 , 且 对 任意 <,pEG 和 便 有 

f(adb)= Fa)* /(6), 

则 说 f 是 G 到 日 的 同 构 映射 . 如果 有 G 到 五 的 同 构 映射 ,就 说 
(G,A) 和 (HH,*) 向 构 .有 时 入 单 地 说 G 和 五 同 梅 ,或 G 同 构 于 HH. 

例 1 阿拉 伯 数 字 的 集合 


1={, — 1,0,1,2,.…} 
在 + 运算 之 下 是 个 群 . 
汉字 的 小 写 数字 的 集合 
五 = 人 和 负 一 ,0 一 二， 
在 “加 ”运算 之 下 也 是 个 群 . 
规定 1 到 互 的 映射 /， 
f(D)=—, f(z)= 二 ,……, 


即 得 群 (G,+) 到 ( 开 , 加 ) 的 一 个 同 构 映射 . 群 (G,，+ ) 和 群 
(加 ) 同 构 . 
例 2 设 (I, + ) 是 整数 加 法 群 ,( 已 ,+ ) 是 偶数 加 法 群 ， 
规定 ,每 个 EI 对 应 2 产 和 所 已 ,这 个 映射 记 为 f, 即 
fm)=2m, mEL. 
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这 是 个 单 射 .因为 , 当 m 关 nn 时 
flm)=2m2n = fn). 

这 又 是 个 双 射 . 因为 五 中 每 个 元 ! 必然 是 某 个 整数 & 的 2 信 ， 
即 1=2&k=f(k), EEL 

同时 ,对 任意 m,nEI, 有 

fimtn)=2(m+tna)= fm)+ f(a). 
所 以 ,是 (I, + ) 到 CE,+ ) 的 同 构 上 映射 , 工 辣 构 于 五- 
例 3 设 (R, ) 是 正 实 数 的 乘法 群 ,而 (R, + ) 是 实数 加 法 


群 - ， 
规定 ,任意 正 实数 xER, 对 应 实数 lg =, 则 得 到 鼠 , 到 及 的 一 
个 映射 ,i 为 即 f(x)=lgx, XER,. 
最 然 , 广 层 单 射 .对 任意 yER, 令 z=107, 则 >0, rR,， 
且 
f(x)=lgx=lg10’ =y, 
即 了 为 满 射 .从 而 /是 双 射 .对 任意 a ,bER, ,我 们 还 有 
lg(a'b)=lgatlgd. 
这 就 说 明了 了 是 (R, ,*) 到 (R, + ) 的 同 构 映射 
例 4 对 任意 群 (G,*) 而 言 ,G 上 的 全 等 映射 ic 是 群 (G,。) 
到 群 (G,*) 的 同 构 映 射 . 
例 5 回忆 第 一 章 36 的 例 9. 看 群 (J ,+) 和 3 阶 对 称 群 的 子 
群 了 ={(1),(1 23),(1 32 首 . 它 们 的 运算 表 是 


+|0 1* 2 | Ga) (423) (32) 
0 0 1 2° {1) (1 (123) (132) 
1 2 0 (123) | (123) (132) (D) 

212 0 1 (0132) | (132) (1) (123) 


具 要 让 0 ,1 ,2* 分 别 对 应 (1),(1 2 3),(1 3 2) 则 很 容易 看 出 这 
是 个 司 构 映射 . 
例 6 我 们 知道 ,1 上 有 乘法 运算 (第 一 章 $6), 1 一 :0"} 在 
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此 乘法 之 于 是 个 群 , 它 的 子 群 G = {1" ,5" ,8" ,12" | 与 复数 的 乘 
法 群 玉 =11, 一 1,i, 一 让 是 同 构 的 . 
建立 G 到 五 的 对 应 了， 
f1°)=1, AS )=i, f(12°)= -1, f(8")= -i, 
即 可 . 
读者 可 先 想 一 下 为 什么 能 建立 这 样 的 对 应 ,下 面 我 们 将 给 出 
更 一 般 地 关于 循环 群 同 构 的 结论 ， 
命题 1 设 (G,A) 和 (万 ,*) 是 群 ,是 (G,A) 到 {( 瑟 ,*) 的 同 构 
映射 .那么 ec)= en 
证 明 ”由 于 在 五 中 ,我 们 有 
flec)= flecAec)= flec)" fec), 
用 (ec ) 的 道 元 乘 等 式 两 端 , 即 得 en = /(eo). 1 
命题 2 条 件 如 命题 1. 那么 对 于 G 中 之 任意 元 素 a, 痢 有 
f(a ')=f(a) '. 其 中 f(a) ' 即 硬 中 元 素 /(a) 的 逆 元 . 
证 骨 因为 
fla)°fla )= /f(aAa™')=f(ec)= en, 
所 以 A(a -9 是 f(a) 在 日 中 的 逆 . 而 群 中 任何 元 素 的 逆 元 素 都 是 
唯一 的 , 故 f(a !)= f(a)'. 1 
命题 3 设 A=1(G,A),(H,*),(K,##),…} 
是 由 一 些 群 构成 的 一 个 集合 .我 们 在 A 中 定义 关系 过, (G,A)~ 
《HB,) 当 而 且 仅 当 G 局 树 妃 .那么 ,是 A 上 的 等 价 关系 . 
证 阴 对 任意 (G,A)EA，G 上 的 恒 等 映 射 ic 乃 是 群 辐 构 
瑞 射 , 故 有 (G,A)=*(G,A). 即 六 有 反 身 性 . 
如 果 (G,A)( 理 ,*), ( 理 ,)xz(K, 提 ), 设 了 是 G 到 三 的 同 
构 映 射 ,g 是 日 到 K 的 同 构 映射 . 首先, f: G 一 日 ， g:H> 尺 , 则 
得 映射 
gf :GH. 
由 于 了 和 g 都 是 双 射 ,从 面 gf 是 个 双 射 .其 次 ,对 任意 a,5EG, 有 
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gf (aAb) 


=g[f(aAb)) 《映射 复合 的 定义 ) 
=g[f(a)* fC8)) 《/ 是 同 构 映射 ) 
=g{f(a))# g(tf(5)] 《sg 是 阅 构 映射 ) 
=gf(a)# gf(b). (映射 合成 的 定义 ) 


所 以 ,gf 是 G 到 K 的 同 构 映 射 . 即 当 有 传递 性 . 

设 (G,A)s(H,)， /是 C 到 有 的 同 构 喘 射 , 由 于 了 是 G 到 
太 的 双 射 ,所 以 它 是 可 洲 映 射 , 即 有 互 到 G 的 映射 广 ', 对 任意 
XE 有 ,有 


fi'(r)j=a, fla)=2z. 

而 且 了! 也 是 双 射 .进一步 , 任 取 工 ,yE 旧 , 刘 有 a,5EG 和 使 
z=fla), y=/(b), (Cx) 
a=f (rz), b=/"'(y). 

故 

fxey)=f (fCa)AF(E)). 
而 f 是 辣 构 映射 , fa)Af(5)= f(aA58), 所 以 ， 


f(rey) 
= 六 [FaA5)] 〈 了 是 癌 构 映 射 》 
=aAb (f"' 是 了 的 北 ) 
= 六 (AF"' (y). ( 见 (*% ) 式 ) : 
这 说 明 广 :是 五 到 G 的 同 构 映 射 ,《 日 ,。)az( 忆 ,A), 即 关系 之 有 
对 称 性 . 
总 之 , 心 是 群 之 间 的 一 个 等 价 关系 ， [ 
这 样 ,我 们 就 可 以 把 G 同 构 于 五 说 成 所 和 G 癌 构 ;G,FH 同 
构 等 等 . 


命题 4 任意 n 阶 循环 群 都 同 构 于 (1, ,+ ). 
证 明 设 (G,') 是 元 素 g 生成 的 n 阶 循环 群 ,G = fe,g,…， 
g" |. 规定 ,G 中 元 家 gi’ 对 应 i ,此 映射 记 为 『, 即 
fg)=i", 0Ki<n. 
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容易 看 出 / 是 G 到 LT, 的 双 射 ,日 


CE) 
=f(g"’) (循环 群 中 元 素 乘 的 规律 ) 
= f(g)" (了 是 同 构 映射 》 
= (11 (I, 是 交换 群 , 变 记 法 ) 
=7 + (1, 的 加 法 运算 规律 》 
=f(g)+ fF(e). (了 的 定义 ) 
折 以 ,f 是 (2 到 (I, ,+ ) 的 同 构 映 射 . I 


回 过 头 来 看 例 5 和 倒 6. 由 于 S$; 中 
1(1),(12 3),(132)| 
是 3 阶 循环 群 , 它 当 然 同 构 十 (I ,+ ). 又 由 于 
11,i, 一 上 ,一 二 
的 乘 群 仍 是 i 生成 的 4 阶 循环 群 , 击 
11° ,5" ,12° ,8"1} 
是 5" 生成 的 4 阶 循环 群 ,它们 也 是 同 构 的 . 
命题 5 任意 无 限 术 环 群 都 同 构 于 整数 加 法 群 (+ ). 
证 明 设 G=《g) 是 无 限 循 环 群 .建立 G 到 工 的 对 应 了 ， 
fg)=i, i€L. 
由 于 避 是 无 限 阶 的 , 当 ;天 时 ,g' 隆 gg, 故 对 每 个 g' EG，i 是 唯 
一 确定 的 ,f 是 G 到 1 的 映射 .对 任意 JEGI 都 有 
f(g )=j, 
所 以 ,/ 是 个 满 射 , 另 一 方面 ,如 果 gi 关 gi ,当然 有 i 关 j, 也 就 是 
/Ag ) 隆 f(g ). 所 以 ,fF 还 是 个 单 射 .从 面 是 个 双 射 . 进而 ,对 任 


意 g ,gi E53, 都 有 
flg'*g’) 
=f(g"’) (循环 妊 中 乘法 规律 ) 
=itj (和 的 定义 ) 
= f(g') + f(g). 《了 的 定义 
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即 是 个 同 构 映射 . 1 
关于 命题 4 和 命题 5, 其 反面 问题 亦 可 解决 , 即 
命题 6 设 群 (G,A) 同 构 于 群 (过 ,"), 而 G 是 个 循环 群 , 则 
五 也 是 循环 群 . 
事实 上 ,如 时 g 是 G 的 生成 元 ,f 是 G 到 五 的 映射 , 则 f(g) 
必 为 末 的 生成 元 ， 
这 是 因为 ,对 任意 xE 玉 ,由 于 /是 满 射 , 必 有 G 中 元 4a = gg ， 


使 得 
fla)=1(g)=x. 
而 /是 同 构 映射 , 故 当 ;之 0 时 
flg)= (f(s 
而 当 iS0 时 gi ==(g“)'. 由 命题 1 知 
flg)=flg '). ， 
而 一 i220, 与 上 面 一 样 (下 ) 个 相 科 后 在 了 之 下 对 应 的 Ag 一 ) 等 
于 (一 ) 个 /Cg) 相 乘 , 即 
fg =flg) 
从 而 有 
flg)=f(g ') =[fle) = f(g). 1 
总 之 ,有 = 大 BE) -所 以 ,gs) 是 百 的 生成 元 . 
由 于 群 之 间 的 同 构 映 射 首 先是 集合 间 的 双 射 ,所 以 同 构 的 群 
的 阶 数 相同 《 当 它 们 是 有 限 集 时 ,其 所 含 元 素 的 数目 相同 ; 当 它 们 
是 无 限 集 时 ,能 在 它们 之 间 建 立 双 射 ,从 集合 论 观点 看 ,它们 元 数 
也 认为 相同 . 》 
例题 群 (13 -10 上) 的 子 群 G= 和 ,57 ,8 ,12*| 和 群 
(az 一 10" 上 ,*) 的 子 群 坟 = 11' ,5 ,7* 11 不 能 周 构 . 
证 明 要 说 明 两 个 群 (G,A) 和 (H,*) 不 同 构 , 就 要 说 明 G 到 
瑟 的 任何 映射 了, 不 能 同时 满足 两 个 条 件 
《1)》 了 为 双 射 ; 
(2) 对 任意 a,6E€G 都 有 f(aA6b)=/(a)。f(5). 也 等 于 
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说 ,上 述 两 个 条 件 有 一 个 成 立时 , 则 男 一 个 一 定 不 成 立 . 所 以 ,G 
不 同 构 于 五 的 等 价 说 法 还 有 

(1") 如 果 了 是 G 到 打 的 双 射 ,那么 必定 有 某 一 对 apE G， 

FaAb) 天 人 Ka) fb). 

(2) 如 果 了 是 G 到 并 的 映射 , 且 对 任意 ae,sEG 都 有 
f(aAb)= f(a)。f(5), 则 了 必定 不 是 双 射 . 

这 些 说 法 各 有 方便 之 处 ,在 处 再不 同 问题 时 ,适当 选择 之 ,可 
使 证 明显 得 简洁 . 
回 到 该 例题 本 身 . 设 /是 G 到 是 的 一 个 同 构 映射 ,然后 推出 
5 是 G 的 生成 元 ,其 阶 数 为 4. 由 命题 6 知 f(5" )E 吾 应 该 
是 二 的 生成 元 .但 所 不 是 循环 群 , 它 的 元 素 最 高 阶 数 为 2: ! 

命题 7” 设 (G,A),(H,。) 和 (kK,#) 是 任意 群 ,(G xH， 
的 1) 是 G 和 天 的 外 直 积 , 而 

((GxH)xK,®,) 
是 (Gx 万 ,@W) 和 (K,#) 的 外 直 积 .同时 , 群 
(Gx HxXK,0,) 
是 G, 有 H,K 的 外 直 积 .那么 ((G XH) x K ,的 ,) 同 构 于 
(GxXHXK,@,). 

证 明 建立 笛 卡 尔 积 (G xH)xK 到 GxHXK 的 映射 六， 

对 任意 a€G, w EH, rEK, 
f(a,u), 7))= (a,u,r). 


这 是 个 双 射 . 
进一步 ,对 任意 ((a,w),z),((5,v),y)E(G xHH) XKK, 我 
们 都 有 
fF(((asu), x) (C6, v),y) 
=f((a,u) (6,v), zy) 〈@: 的 定义 ) 
=f((aAb, uw), rH#y) (Ci 的 定义 ) 
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=(aAb,uv,r#y) (了 的 定义 ) 


= (a us Tb, v0,y) (的 ; 的 定义 ) 
三 A(((a,#),z))@f(((b,v),y)). /的 定义 ) 
所 以 ,上 是 同 构 映 射 . 


例题 2 设 瓦 是 所 有 形 如 
273"， m,n€l 
的 有 理 数 在 数 的 乘法 之 下 构成 的 群 ,ICI 是 整数 加 法 群 [ 和 整数 
加 法 群 工 的 外 直 积 ,那么 ,II 同 构 于 HH. 
证 明 定义 II 到 已 上 的 映射 六, 对 任意 (mmz)EIOL 
fCm,n))=2"3". 
容易 看 出 ,了 是 满 射 .进一步 ,如 果 有 (m,n),(p,9)EIO1, 且 
2"3" =27?3°. 
将 其 两 端 同 习 一 数 2*3: 使 得 
2 ge 
而 且 zm + 多 ,m+ 1,p+k,q+4 均 大 于 0. 册 整数 的 素数 分 解 的 唯 
一 性 , 必 有 
m+tk=pth, ntl=g+tl, 
也 就 是 m= pp,n = 9. 这 说 明 了 是 单 射 . 
对 任意 (m,n),(i,j) EIOL, 
fCm,n YO)) 
=f((m+i,n+i)) (的 的 定义 》 


二 2 3 (了 的 定义 ) 
=2"3"2:3 〈 数 乘 有 交换 人 性 、 结 合 性 ) 
三 fCm,n)* 了 (Ci,j))、 《8 的 定义 ) 

所 以 ,f 是 同 构 映 射 . 1 


例题 3 在 第 二 章 §6 的 例 2 中 ,所 有 n 阶 实 的 可 逆 箱 阵 在 
和 挎 阵 乘法 之 下 的 群 G, 所 有 m 阶 实 的 可 逆 逢 阵 在 矩阵 乘法 之 下 的 
群 末 ,导出 它们 的 外 直 积 GO@H. 于 是 , 群 G 同 构 于 所 有 实 的 wx ++ 
x 阶 的 可 逆 分 块 矩 阵 
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(2 0 
0 XX 
4 行 m 行 
在 矩阵 乘法 之 下 构成 的 群 K. 
事实 上 ,规定 GO 到 KK 的 映射 了 ， 
/A,X))=- (2 0), A€G, xEH. 
则 /是 个 双 射 , 且 对 任意 AA,BEG, 多,YEH 有 
f(A, XOB, Y)) ， 
=f((AB, XY)) (外 直 积 的 定义 ) 


mA 


-14B 0 y 
=-( 和 全 必 ) (7 的 定义 ) ， 
A OYB 0 
=(¢ %)(o 2) ( 短 阵 分 块 乘 性 质 ) 
一 ACA,X))J(CB,Y))， (的 定义 ) 
这 就 证 明 GC9H 和 K 是 同 构 的 . 1 


本 节 最 后 ,让 我 们 回忆 - -下 第 一 章 5 关于 任意 有 限 集 上 置 
换 的 定义 .在 讨论 任意 集合 A 上 置换 和 拉 ,2,…, nn| 上 和 园 换 时 说 
了 一 段 现在 看 来 不 够 精确 的 话 , 这 里 ,用 同 构 术 语 来 处 理 ,就 有 

命题 8 设 A 是 有 n 个 元 素 的 集合 ,G 是 A 到 A 的 所 有 可 道 
映射 在 映射 合成 之 下 作成 的 斜 . 那么 G 同 构 于 S,. 

证 明 设 A=1al,a3,…,as1. 对 A 到 A 的 任意 一 个 可 逆 变 
换 x, 设 


CE yy (oa 
并 记 成 
-| al a 本 a, ] 
lr(o) aa) … rw) 
或 者 
[E az “| 
= 
a a a 
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由 于 x 是 双 射 ,a。,…,a; 两 两 不 同 , 且 每 个 (j=1,2,…,) 必 
然 出 更 一 次 ,所 以 数码 7 ,…, i 两 两 不 同 ， ,i 是 11,2 
的 -一 个 排列 ;也 就 是 说 
人 和 a 
和 
i 


是 集合 人 入,2,…,n| 上 的 一 个 扯 换 . 
对 任意 xEG, 令 对 应 x" , 则 得 到 群 G 到 群 $S, 的 一 个 双 


各 75 加 二 区 二 
对 任意 x, pE G ,可 将 其 写成 如 下 形式 


多 a 
fa! a a,] 
‘le 0 
于 是 
3 al [2p Un 
Ee oa a, 
同时 ,有 
se | 
六 训 记 
Fa : 
oO- | a 
让 
Aero i > 
恰好 有 f(xep)= f(x)* fp). 
1 


所 以 ,了 是 G 到 S, 的 同 构 映 射 . G 同 构 于 S。. 
例题 4 如 果 群 G 的 阶 数 为 4, 但 任何 元 素 的 阶 数 均 不 为 4， 


把 (LE ,+ ) 简 记 为 王 , 则 G1,@L. 
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证 明 设 G 的 元 素 是 ca,6,c, 其 中 e 是 G 的 恒 等 元 ,由 拉 
格 朗 日 定理 知 ,G 的 每 个 元 素 的 阶 数 均 能 整除 4, 而 它们 的 阶 都 不 
为 4, 故 各 元 率 的 阶 数 只 能 为 【( 恒 等 元 e) 或 为 2 元 素 a,5 和 <). 
从 而 ,对 任意 zEG, 都 有 xx? =e. 

对 任意 之 ,yE GG, 叉 应 有 

(2y) = xyry=e, zy=y zx! 
但 让 =e,x=x !, 同 样 y=y !, 上 式 说 明 
Ty=yr，。 对 任意 x,yEG， 
即 G 为 交换 群 . 

对 任意 zx,yEG, 车 xy= 这 , 则 推出 y=2, 故 当 xz,y 为 不 同 
的 非 恒 等 元 时 xy 关 .z，xy 芭 y, 而 且 zy 天 e, 因 为 z 的 道 是 x 自 
已 .这 说 明 xy 只 能 是 另外 一 个 非 恒 等 元 . 

我 们 下 列 出 G 的 乘法 表 


e a 5 < 
e e a 5 上 
a a e c b 
6 b G e a 
c 人 b a e 


(这 样 的 群 称 为 克 莱 因 (Kjein) 四 元 群 ). 而 COOL 的 乘法 是 
® (0°,0°) {071°) (0) (0 ,1’ 
(0°,0°) | (0°,0°) (0°,1’) (1’,0°) 
1°) | (0°,1°) (0°,0°) (1',1°) 
(0 0) (2,1*) (0°,0’) (0,1" 
(1° | 11) (01,0°) (0°,1°) 
只 要 令 e,a ,5 ,c 分 别 对 应 - 
(0° ,0°),(0° ,1°),(1" ,0°),(1°,1") 
就 得 到 G 到 I 的 一 个 间 构 喘 射 、 1 
例题 5 设 群 G 是 由 非 恒 等 元 不 辣 的 a,6 两 个 元 素 生 成 的 ， 
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且 wn=e,006=es,ab =5*a. 证 朋 :G 同 构 于 对 称 群 $ . 

证 明 先 看 G 中 有 哪些 不 同 的 元 素 . 除 e,e ,5 外 , 若 呈 =1， 
则 六 =5:b=5=e, 蔬 盾 ; 车 如 = , 亦 有 45~e 牙 盾 ;车 b ?=a, 则 
二 e, 从 而 66? =6=e, 亦 为 巴 盾 .所 以 ,e,a ,6,5* 两 两 不 同 . 

车 ab=e, 由 aa=。 可 推出 a=6 逆 盾 ; 若 ab==5 则 a=e; 着 
a6=a 则 6=e 均 有 矛盾; 若 中 = 好 亦 推出 a=5, 蔬 盾 . 故 ab 异 
于 ea;6 人. 

同 理 Ba 与 e,a,b ,入 均 不 等 .车 ob = ba, 由 ab 二 59g 推出 
==。, 为 一 矛盾 

所 以 ea ,5,7,ab ,Pa 是 不 同 的 6 个 元 素 .为 了 说 明 它 们 乘 
起 来 封闭 ,列表 


| e a 46 本 ab ba 

2 oe a 5 ab ba 
a a e ab ba & by 
pb b bt ba e a a 

总 Db ab e 6 ta a 
ab apb br be a e 五 
如 ba b a ab 如 加 


这 里 只 要 注意 B24a=ab, (ab)a= ba’=b, b(ab)= ba=a, 
(ab)b= (bba)b= ba. 

而 且 七 乘法 表 说 明 G 的 运算 由 题 设 之 三 条 件 完全 确定 、 

在 S; 中 , 令 a=(12), 5=(123), 则 亦 有 

aa=e, Wb=e, ab= bba=(23). 

故 $ 与 G 有 相同 之 乘法 表 ,S; 与 G 同 构 . I 

下 面 的 例题 虽然 简单 ,但 这 种 思想 在 第 站 章 和 第 七 章 要 反复 
出 现 . 

例题 6 设 f:A 一 B 是 集合 A 到 集合 B 的 一 个 双 射 ,同时 
(A4,*) 是 个 群 .那么 ,在 B 上 规定 ,任意 之 ,y€EB 对 应 
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fy)), 
则 得 到 B 上 的 -- 个 二 元 运算 , 记 为 * , 即 
zx y= /0 (rf (9)). 

证 有 明 ;(B,* ) 构 成 群 ,而 且 /是 群 同 构 映 射 、 

分 析 ”由 于 /是 双 射 , 它 有 逆 上 映射 ', 因 此 x *y 是 由 xz,y 
唯一 确定 的 

验 让 时 一 定 要 分 清 哪些 运算 是 在 B 中 进行 , 娜 些 运算 是 在 A 
中 进行 . 

证 阴 任 取 zz,y,zEB， 

(x yy) 

=/(fF (zh fy) 《x 的 定义 ) 

= GOD 三 (| 《x 的 定义 ) 

= CD 大 (07 广 (xz)] (三 :7 是 恒 等 映射 ) 
FF CE F(z))} (运算 .是 结合 的 ) 
FLCz AL (7 (sz)]KAF 7 是 恒 等 映 射 ) 


=z* (py*z). (x* 的 定义 ) 
设 e 是 (A,*) 的 恒 等 元 ,那么 对 任意 xz€EB, 有 
zx*f(e) 
= 一 AI(z) 1f(e)) (x 的 定义 ) 
=f(f "(zr)e) (7 57 是 便 等 映射 ) 
= (7)) (e 是 A 的 恒 等 元 》 
=z. (Jf ' 是 恒 等 映 射 ). 
这 说 明 /(e) 是 B 的 右 恒 等 元 . 
下 面 先 插 进 来 证 明 了 是 保送 算 的 ， 


任 取 szEA, 则 f(x),f(w)EB. 由 于 /是 双 射 , 知 = 
J (zx), v=f'(y). 于 是 
flu*w) 
= (rz) "(Cy)) (x* 的 定义 ) 
=xxy 
f(a) flv). 
142 


接着 再 来 证 明 对 于 代 意 <E B, x 必 有 右 逆 元 . 

由 于 广 !(zrjEA, A 是 个 群 ,从 而 必 有 vE€ A 使 f '(x)'w=e. 
于 是 

fF rw) = fle), ff (zx) flv)=f(e), 

也 就 是 zx* f(vw)=f(e). 

于 是 知 (B,* ) 是 个 群 ,/ 是 (4A，) 到 (B, * ) 的 保送 算 的 双 
射 ,上 是 群 同 构 . 1 

8B 好 像 是 A 的 影子 ,完全 随 着 A 的 运算 而 运算 . 


习题 一 


1 设 避 是 个 群 , 取 定 <E G ,规定 任意 工 则 应 ara ,得 映射 f: x 一 
ara' ,证明 :f 是 G 到 G 同 构 映射 (通常 称 为 是 由 a 导出 的 内 自 同 构 ). 

2. 设 了 是 群 G 到 自己 的 同 移 映射 ( 遂 常 称 为 自 同 构 .证 明 : HH= {gE 
:A(8)=g| 是 GG 的 一 个 子 群 . 

3. 设 局 是 个 群 ,Z 是 的 中 心 , 即 

Z=|gEG|xg=gzx, 对 任意 gE 0! 

证 明 ;gE& Z 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 一 内 自 构 f 恒 有 f(g)=g. 

4" . 车 群 G 之 自 同 构 者 是 恒 等 自 同 构 , 那 么 G 的 元 素 的 阶 数 不 大 于 2 

5， 对 于 有 理 数 加 群 (Q, + ) ,任意 选 定 一 个 非 零 有 理 数 ,规定 ,每 个 有 
理 数 = 对 应 有 理 数 az , 即 f;x-raz. 则 了 是 (Q,+ ) 的 一 个 自 同 构 . 进一步 证 
明 : 群 (Q, + ) 的 每 个 自 疝 构 必 然 都 是 某 个 有 理 数 按 上 法 导出 的 

6 给 出 例子 :G 和 五 都 是 群 .G 同 构 于 地 的 一 个 真 群 ,同时 H 又 同 构 
于 G 的 一 个 真子 群 

37， 证 明 :S 的 子 群 1(1),(] 2)(3 4),(1 3){2 4),(14)(2 3)} 同 构 于 
开 x 玉 .再 证 明 :矩阵 


人 
在 钨 阵 乘法 之 下 构成 群 且 同 构 于 了 xXx. (它们 者 可 称 为 克 莱 因 四 元 群 ). 
$2 和 群 上 的 可 逆 变 换 


在 第 一 章 $6, 我 们 讨论 过 任意 非 空 集 合 A 到 自己 的 所 有 可 
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逆 映 届 的 集合 T(A) .后 来 ,在 第 二 章 $1 中 ,作为 例 6, 证 明了 
T(4) 在 映射 的 复合 运算 之 下 构成 群 . 

当 A 是 个 有 限 集 时 ,1(A ) 就 是 A 上 的 对 称 群 .关于 置换 群 
的 性 质 ,读者 已 经 有 了 初步 了 解 . 

这 一 节 要 讨论 群 G 上 的 所 有 可 道 映 射 在 映射 合成 之 下 构成 
的 群 1(G) 的 性 质 .最 重要 的 结果 是 ,任意 群 必 同 构 于 其 上 可 逆 身 
射 构成 的 群 的 一 个 子 群 

一 般 的 群 ,由 于 背景 各 异 而 寺 差 万 别 , 有 了 如 上 的 “表示 定 
理 ” ,我们 只 要 把 群 上 可 逆 映 射 所 构成 的 群 讨论 充分 , 则 其 他 出 之 
各 处 的 群 也 就 清楚 了 ， 

定义 1 设 (G，) 是 个 群 ,将 G 到 G 的 可 北 喘 射 称 为 G 上 可 
谤 变换 . G 上 所 有 可 逆 变 换 在 映射 合成 之 下 构成 群 , 记 为 1(G). 

群 G 到 G 本 身 的 同 构 映射 称 为 G 的 自 同 构 . 

命题 1 G 的 所 有 自 周 构 的 集合 Aut(G) 是 1(G) 的 一 个 子 
群 . 

实际 上 ,车 /:G->G,g:G 一 G 是 同 构 映射 , 则 fg:;G~>G 
也 是 同 构 映 妊 , 即 f°g 是 G 的 自 简 构 ,fg 所 Aut(CG)》 

著 f:G 一 G 是 同 构 映射 , 则 它 的 北 映 射 J“! 是 G 到 G 的 同 
构 映 射 ; 即 fEAut(G), 则 FEAut(CG). 

G 上 的 蛋 等 映射 i 是 自 同 构 映射 

所 以 ,Aut(G) 是 1(G) 的 子 群 . 1 

鲁 题 1 决定 群 (K, + ) 的 所 有 可 省 变换 构成 的 群 了 08) 和 所 
有 自 同 构 构 成 的 群 Aut( 6). 

解 I 上 的 所 有 可 道 变 换 , 就 是 五 上 的 所 有 置 痪 , 它 有 24 个 
元 素 , 如 


0" 1 2 3 |e. 1” 2 :| 
0 1 2 3) lo 1 37 2) 
[CN | fe 1 2 3° 
1” 0 37 2°)" ll" 2° 3 2 
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等 等 . 
在 这 些 置换 中 ,只 有 把 0” 变 成 0" 者 才 有 可 能 是 自 同 构 , 因 为 
向 构 映射 把 全 等 元 (这 里 的 0" ) 变 成 恒 等 元 . 
JU 有 了 两 个 生成 元 1“ 和 3” , 阿 构 映射 必须 把 生成 元 变 成 生成 
ZE. 
如 果 了 是 I 到 的 自 同 构 . 则 必 有 
f(0° =0°, 
上 旦 f(1')=1 或 /(1")=3'. 著 /(1" )=1", 则 由 于 了 是 同 构 ， 
必 有 
三 AD +1°)= (1 + )=1 +1' =2°, 
13°)=f( +2°)= f°) + £02")=1 +2 =3°, 
从 而 /为 但 等 映射 . 
车 f(1' )=3" ,那么 
f(2°)= 1°)+ (1 )=3° +3"=2", 
783 = AD)+A2 )=3 t+2 =1°, 
即 


32 
所 以 ,Aut(L) 是 个 2 阶 群 ， 
0 1 2 3 
An 3 2° :上 I 
命题 2 设 G 是 个 群 ,a 是 G 的 一 个 固定 元 素 .通过 a 可 以 
得 到 G 上 的 一 个 变换 2。 ,规定 每 个 EG 对 应 ar , 即 
hr)=ar, rEG. 
则 1。 是 G 上 的 林道 变换 , 称 为 a 左 乘 变换 . 
证 明 由 于 G 是 个 群 ,满足 消去 律 , 故 对 任意 zx,yE G, 由 
My)=ay=ar = (zx), 
可 推出 y=, 从 而 知道 4, 是 个 单 射 . 
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另 一 方面 ,对 任意 & 和 所 G ,我们 都 有 
g=aa 'g=A(a gy), 
这 说 明 4。 是 个 满 射 . 
总 之 ,4。 是 个 双 射 ,是 可 逆 变 换 ,ETCG) 1 
例 1 在 (LU+) 中 ,整数 2 和 -7 了 所 确定 的 可 逆 变 换 1 和 
4 7 为 
Aalm) = mt2, A m)= m7, mEL. 
例 2 在 3 有 阶 对 称 群 $ 中 , 取 a=(12), 则 
4((1))=(12), hl(12))=(1), 
A 3))=0 32), a(t23))=(123), 
A 23))=023), X132))=(13). 
命题 3 设 G 是 个 群 ,G 中 元 素 的 所 有 左 弱 变换 的 集合 工 = 
alac Gl 是 1(G) 的 ~ 个子 群 . 
证 明 设 e 是 G 的 恒 等 元 , 则 
Alxr)=er=it, rEG, 
即 4.=icE ICG) 
对 任意 ,hEL, a,65EG, 由 于 
(arAs) (2) = A A) = abr = dlr) 
知 h ha ET(G). 
对 任意 4 所 L， aE€G, 由 
Mar at r=aa Ir=zx=ic(r), 
知道 "aa =ie, 即 1 是 ) 的 道 ,而 且 4-1 EL. 
所 以 ,L 是 1(G) 的 一 个 子 群 . 1 
例题 2 设 G 是 3 阶 对 称 群 S. 求 工 , 
解 ” 利 用 第 二 章 §3 例 1 所 给 出 的 5, 的 乘法 表 ,可 以 看 出 上 
中 6 个 元 素 是 
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P! P, P, P, Ps Pe 


Tp Pp, ps Pp, Ps pe)’ 

Pp, P, Ps Ps P; P, 
nT lp, Pp, Pps Ps Ps Pps)’ 
PP PP Ps bs] 


®» lp Ps P! Ps PP 
P! P: Ps Ps Ps Ps 
四 P, Ps Ps P! Ps 已 
PP P, P: Ps Ps 
SS lp P P, P, Pe P, 
P! P, Ps P, Ps Ps 
ss [Ps P, P, P, P, Ps) 
我 们 早已 说 过 ,既然 每 个 元 素 都 有 字母 P, 现 可 将 其 都 去 掉 ， 
即 令 已 对 应 i 则 Ls 对 应 S。 小 的 置换 
(1)， (12)(3 6)(4 5)， 
(13)(25)(46)， (14)(2 6)(3 5)， 
(156)234)， (165)(2 4 3). 

即 工 同 构 于 Se 的 由 上 述 6 个 元 素 构成 的 子 群 L”. 1 

命题 4 设 G 为 任意 一 个 群 ,L 是 其 元 素 导出 的 所 有 左 乘 变 
换 形成 的 群 , 则 G 同 构 于 群 工 . 

证 明 定义 群 G 到 群 L 的 映射 f, f(a)=4,。, a€G. 

先 来 说 明 了 是 个 双 射 . 若 apE Ga 天 5, 则 ae 关 be, 4,(e) 
天 hy (e). 但 两 个 喘 射 相等 的 充分 必要 条 件 是 它们 对 G 的 每 个 元 
都 作用 都 相同 , 故 4。 关 和 ;从 而 

fla)=A Fh = 7D)， 


这 说 明 了 是 个 单 射 - 
另 -方面 ,L 中 的 每 个 元 素 h。 必 是 G 中 元 素 导 出 的 一 个 左 乘 
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变换 ,同时 
Ca)= hn， 

所 以 ,f 还 是 个 满 射 . 

进一步 ,可 以 证 明 ,对 任意 4 ,5EG ,都 有 

fab)= Ce) f(b). 

因为 这 是 一 个 映射 的 等 式 ,我 们 只 要 证 明 等 式 左 端 映射 和 右 端 映 
射 作用 在 G 的 每 个 元 素 上 结果 相同 . 

对 任意 .rEEG, 有 


(ab) (xz) 
= (zx) (了 的 定 文 ) 
=(ab)r (aw 的 定义 》 
=atbr) (GG 中 有 乞 合 律 ) 
= A (hr) 《4。 的 定义 ) 


=A, CA (7)) (hu 的 定义 》 
= {4.°X4)(x) (映射 合成 的 定义 ) 
三 (f(a)。f(5))(.AY; 的 定义 ) 
所 以 ,f(ab)= fla) f(5). 
这 就 证 明了 ,G 同 构 于 工 . 1 
综合 命题 2. 命题 3 和 命题 4, 即 得 著名 的 凯 莱 (Cayley) 定 理 
如 下 : 
定理 每 个 群 G 都 同 构 于 其 上 所 有 可 道 变 换 作成 的 群 1(G) 
的 一 个 子 群 . 1 
推 沦 每 个 = 阶 有 限 群 必 同 构 于 x 阶 对 称 群 S, 的 一 个 子 


群 . 
事实 上 , 设 G 是 x 阶 群 ,那么 G 上 的 可 逆 变 换 即 称 为 C 上 置 
换 ,由 上 节 之 命题 8 知道 , A 上 所 有 置换 作成 的 群 百 同 构 于 
科 ,2,…,n1 上 的 置换 群 S,. 由 凯 莱 定理 推出 G 同 构 于 日 的 一 个 
子 群 ,从 而 G 同 构 于 S, 的 一 个 子 群 . 1 
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遍 莱 定理 表明 ,任意 详 都 同 构 于 可 逆 变 换 群 的 -个子 群 . 对 于 
变换 群 ,特别 是 置换 群 ,我 们 比较 熟悉 .这 样 ,就 可 以 用 熟悉 的 东西 
来 解释 还 不 熟悉 的 东西 . 

这 种 让 任意 群 的 每 个 元 素 都 ( 同 构 地 ) 对 应 一 个 可 北 变 换 的 作 
法 ,可 以 说 是 给 任意 群 一 个 变换 表示 
给 出 群 (L , + ) 的 置换 表示 ， 


例题 3 
解 按 前 面 给 的 符 
. 0 1 
0 Par = 
0" 1 
， f0” 王 
二 
ML 2 
、 0 
2° A =1| 
27 3 
0 上 
3 Aa" = 网 
3” 4 
. 0 下 
4 | 
4 0 


人 > 


1 


号 做 ,有 


DOoODLDANWNDNA 


on 


OD 


2 


4 /1 2345 
人 [> 3 1 中 
4 12345 
5 4 3) 
4 12345 
1 1 2) 
4 12345 
2 1 2 
4 12345 
;1 25) 


实际 上 ,就 是 (I;, + ) 同 构 于 $ 中 (1 2 3 4 5) 生 成 的 循环 群 . 上 


例题 4 在 遍 莱 定理 的 证 明 


,元 素 所 导出 的 左 乘 变换 起 了 


很 大 作用 ,我 们 是 否 可 以 对 应 的 使 用 元 素 导出 的 右 乘 变换 同样 地 
证 明 凯 莱 定 理 呢 ? 
证 明 先 检 查 一 下 命题 2,3,4 对 右 乘 变 换 是 否 照样 成 立 . 

设 G 是 个 佑 ,a 是 G 中 国定 元 素 , 通 过 a 可 以 得 到 G 上 一 个 


变换 p,， 


Pa (TI)= xa, 


对 每 个 zxEG. 

则 w 是 如上 可 逆 变 换 . 证 明 的 方法 与 命题 2 完全 一 样 . 
进一步 , 设 G 中 元 素 所 有 右 乘 变换 构成 的 集合 为 尺 , 则 R 是 

1G) 的 子 群 .关键 是 ,对 任意 ,ps ,由 于 对 每 个 zEG 必 有 
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(per po rT)= pp (i))=p, (x5)= (a= {ba), 
即 ps ps ~ pu ER. 
所 以 ,有 相应 于 命题 3 的 结果 . 
但 是 ,从 上 式 也 可 以 看 出 ,在 一 般 的 非 交 换 群 中 ,规定 G 到 民 
的 映射 了， 
fa)=p, acECG， 
则 只 会 得 到 广 是 双 射 .对 任意 a,bEG, 有 
fab)= pu = pp = Hb) fa), 
而 不 一 定 永远 有 
Aap)= fa) feb). 
所 以 ,我 们 不 能 照搬 命题 4. 但 是 ,可 以 有 这 样 的 结论 : 令 g 为 G 到 
R 的 映射 
g(a)=p 1, a€G. 
关于 g 是 G 到 RR 的 双 射 ,读者 可 自 证 之 .现在 , 任 取 e,pEG, 证 
明 
glab)=g(a)g(b). 
因为 等 式 之 两 端 均 为 C 上 变换 ,我 们 只 要 证 明 , 它 们 作用 在 
G 的 每 一 个 元 素 z 土 效果 都 相同 .事实 上 ,有 


g(ab)(r) 
= pe! (x) (& 的 定义 ) 
一 并 (co5) 1 《o 的 定义 ) 
一 码 en (Cab) 一 12 


=(Ppr(z))e ! (p 的 定义 》 
三 pat[pso-'《x)】(p 的 定义 》 
三 (ps。! op。1)(z)( 映 射 合成 的 定义 ) 
=[g(a)g(5)}(xbg 的 定义 》 
这 说 明 , 从 右 侧 弄 发 同样 可 以 证 明 凯 莱 定 理 ， 1 
关于 群 G 上 的 可 逆 变 换 ,还 有 一 类 比较 重要 的 变换 今后 要 经 
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常 遇 到 (见习 题 一 是 1). 
命题 5 设 G 是 个 群 ,a 是 G 的 一 个 固定 元 素 ,通过 a 可 导 
出 一 个 G 到 G 的 映射 y， 
(zz)=aza >zEG. 
那么 % 必 为 G 到 G 的 同 构 上 映射 . 
证 明 对 任意 ecEG, 必 有 
VA pt pat hs, 
其 中 4。 是 a 导出 的 左 蒋 变换 ,p, 是 4 导出 的 石 习 变换 . 这 只 要 
看 ,对 每 个 xE GC， 
¥ (x)=are T=a(p, 1 (2))= (Ap ) (7), 
即 可 . 
由 平 每 个 左 乘 变换 利 每 个 右 乘 变换 都 是 可 逆 的 ,所 以 它们 的 
乘积 亦 可 逆 ,y, 为 双 射 ， 
进一步 ,对 任意 xz,yE G， 
7 (zy)=alzy)ae = (ara aw!)=7, (7)7,(y), 


所 以 ,y。 是 同 构 映射 . 1 
定义 2 设 G 是 个 群 .G 的 元 素 a 所 导出 的 映射 7 称 为 4 导 
出 的 内 自 同 构 . 


在 第 二 章 $3 关于 置换 群 的 讨论 中 ,我 们 知道 ,对 有 限 集 S 的 

任意 一 个 子 集 了 ,者 G 是 S 上 的 一 个 置换 群 , 则 
G'={PEGIP(TIET! 

是 G 的 一 个 子 群 . 

一 般 地 , 若 了 上 是 集合 A 到 A 本 身 的 一 个 映射 ,是 A 的 子 
集 , 且 

f(TIET, 
则 说 工 蚌 了 的 一 个 不 变 子 集 .此 时 /在 了 上 的 限制 flr 就 是 焉 到 
工本 身 的 一 个 映射 .这 个 概念 广泛 应 用 于 数学 的 各 个 分 支 , 特 别 
是 线性 代数 学 拓扑 学 、 泛 函 分 析 等 等 . 
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定义 3 设 G 是 个 群 ,有 是 G 的 一 个 于 群 ,如 果 玉 在 每 个 内 
自 辣 构 映 射 之 下 都 不 变 , 即 对 任意 aE ,任意 hE 日, 都 有 
aha ‘EH, 
则 说 日 是 避 的 不 变 子 群 或 正规 子 群 ,并 记 成 HSG. 
例 3 对 任意 群 G, 都 有 G4G, [el<G. 
事实 上 ,对 任意 aEG, 由 
aea '=eE lel}, 
屠 知 ie} 是 G 的 不 变 子 群 . 
G 和 {ej 称 为 G 的 平凡 的 不 变 子 群 . 
例 4 当 群 G 为 交换 群 时 , 它 的 每 个 子 群 H 都 是 不 变 的 . 
这 是 因为 ,对 任意 a€G, hEH, aha -=aa 'h=hEH. 
例 5 在 3 阶 对 称 群 $, 中 , 子 群 
H=1(1),(12 3),(132)} 
是 员 的 不 变 于 群 - 
我 们 只 要 验证 a 为 (1 2), (1 3),(2 3), 月 为 (123) 和 (1 32) 
的 情形 ,其 他 情形 ahka“'€ 条 是 十 分 明显 的 .计算 
(1 2)(123)(1 2) =(12)(1 23)(12) 
={132)EH, 
(13){123)(13)=(132€H, 
(23)123)(23)=(132)E 互 ， 
(12)0132)(12)=(12 EH, 
《13)(132)13)=(123)ETT， 
(23)(132)(1 3)=(123)EH. 
故 有 HdG=S,. 
事实 上 ,此 例 是 下 面 例题 的 特殊 情形 . 
例 6 在 对 称 群 S, 中 , 子 群 
H=|1(1),(12)| 
不 是 不 变 子 群 . 因为 (1 2)E 及 ,但 
{1 2 3)C1 2)(12 3) = (1 2 3)(1 2)(1 32) 
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= (2 3)&H. 
命题 6 设 电 是 群 G 的 子 群 .那么 万 是 G 的 不 变 于 群 的 充 
分 必要 条 件 是 对 任意 g€ G，, gH = Hg. 
证 明 如 果 五 是 G 的 不 变 子 群 ,我 们 来 证 明 gHSCSHg, 且 


HeSgH. 
任 取 yE gH, 即 y= 上 Ce，zE 五. 由 于 开 是 不 变 子 群 , 必 有 
grg 'EH. 
令 gxg '=zEHH. 了 于 是 得 到 
gr=x8€E He, 


这 说 明 gHCHg. 

同样 , 任 取 vE He, 设 v= wg, ww. 由 于 日 是 不 变 于 群 ， 
应 有 

(g Julg ') '=g ugEH. 
设 g 'ug 二 也 , 则 得 到 
ug = gw€ gH. 

也 就 是 Hg 三 gH. 所 以 gH = Heg. 

反 过 来 ,如 果 对 任意 ge G, 它 的 左 陪 集 gH 恒 与 其 右 陪 集 
Hs 相等 ,那么 对 任意 ecEG 和 任意 请 各 五 ,由 于 


ah EaH= Ha 
知道 必 有 xzE 使 得 

ah= xa EHa; 
从 而 

aha 1!=ZzEH. 
所 以 ,五 是 G 的 不 变 子 群 . 1 


例题 5 设 刀 是 群 G 的 子 群 ,G 的 阶 数 有 限 , 且 |G|= 
21 五 | . 则 万 必 为 G 的 不 变 子 群 . 
证 明 在 第 二 章 85 的 例题 中 , 我们 已 经 证 明了 ,此 时 G 对 
理 只 有 两 个 陪 集 ,每 个 左 陪 集 都 是 右 陪 集 . 即 对 任意 a€ G, 都 有 
aH = Ha. 1 
,153 


例题 6 设 A,B 是 群 .那么 les1@B 是 4@B 的 不 变 子 群 ; 
同样 ,A@@lesj 也 是 A 多 B 的 不 变 子 群 、 
证 明 对 任意 (ae ,65)E AXB 及 任意 (es,x)E lealXB, 有 
(a,b)(e,r)(a,b) ' 
=(a,b) (er)(a bo) (外 直 积 中 求 逆 元 》 


=(aen !', brb !) (外 直 积 的 滋 法 》 
Ele}xB. {aea ‘=e) 
所 以 , felxB 是 AC69B 的 不 变 子 群 ， 1 


例题 7 设 G 是 个 群 ,K 是 其 子 群 ,N 是 G 的 不 变 子 群 . 则 
KN = NK 且 KN 也 是 G 的 子 群 . 

证 明 注意 , KN = 1zEGlz= 衣 ,有 GEK, 太 GE 末 | .由于 
从 WG, 故 任 取 xEKN， 

x=, KEK, hEN. 

那么 ,都 应 有 刀 € RN = NE 和 NK .这 说 明 KNS NK. 对 称 地 ,还 
有 NKSKN. 所 以 ,有 NK = KN. 

进一步 ,由 于 ec EN, ei EK, 从 而 有 ec = ecoec ENK. 

再 任 取 ,hiEN 和 kk(,k;EK. 由 于 

kha€e KN= NK, 

则 必 有 3E KK, hE N 使 得 ha = AR. 于 是 

(hk (CRE) = hi (hska ks = (hha)( kk)E NK. 

同时 ,对 任意 EK,hEN, 有 

Chk) '=k 'h 'E KN= NK, 

从 而 NK 中 元 素 的 逆 元 仍 在 NK 中 . 

所 以 ,NK 是 G 的 子 群 . 

命题 7 设 N 和 互 都 是 群 G 的 不 变 子 群 , 则 NH 也 是 G 的 
不 变 子 群 . 

证 明 据 命 则 6 已 知 NH 是 G 的 子 群 .并 世 , 对 任意 nE€N， 
EH 和 任意 a EG 有 
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a(nh)a = (ana '){aka  )， 
但 是 N 和 瑟 都 是 G 的 不 变 于 群 ,从 而 
aa 'EN, aha !EH:; 

进而 有 a(nh)a '€ NH. 1 
命题 8 设 G 是 个 群 , N 都 是 G 的 不 变 子 群 ,a € M. 那么 

N= QM 也 是 GG 的 不 变 子 群 . 

证 明 我 们 已 经 知道 N 是 G 的 子 群 ,而 对 任意 a€G 及 任 

意 hEN, 由 于 EN, aEM, 同 时 NN, 为 G 的 不 变 子 群 , 故 有 

4ha !'E€ N,， 对 所 有 a€M. 

于 是 ,aNa "ENN =N. 1 
为 帮助 读者 加 深 对 命题 7 和 8 的 理解 ,我 们 再 举 几 个 例子 . 
例题 8 K,H 都 是 群 G 的 子 群 不 能 保障 KH 必 为 G 的 子 

群 . 

如 ,在 对 称 群 $ 中 , 取 
K={(1),(12)1, H=1{(1),(13)}, 
它们 都 是 5; 的 子 群 ,但 
KH=1(1),(1 2),(1 3),(13 2)| 

不 是 8 的 子 群 .$3 是 6 阶 群 .不 会 有 4 阶 的 子 群 . I 
例题 9 设 G 是 所 有 ?= 阶 非 奇异 的 实 和 矩阵 在 矩阵 乘法 之 下 

作成 的 群 ,日 是 其 中 行列 式 值 为 1 的 矩阵 形成 的 子 群 ,那么 囊 是 

G 的 不 变 子 群 . 

证 明 任 取 AEG,BEH. 由 于 A 非 奇 异 ,知道 必 然 有 

141 云 0. 而 1B|=1, 所 以 

1ABA™'|=1AIIBIIAIT=1A41141 =1, 

ABA!EH. i 

我 们 知道 ,如 果 二 是 G 的 子 群 ,K 是 的 子 群 , 则 K 也 是 G 

的 子 群 . 
但 是 ,如 果 开 是 G 的 子 群 ,KK 是 卓 的 不 变 子 群 ,那么 KK 未 必 
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是 的 不 变 子 群 .因为 有 K 是 蝇 的 不 变 子 群 的 充 要 条 件 是 对 任意 
上 KK 和 和 手 意 hE 万 ,有 
PR ‘EH; 
这 个 条 件 不 能 保障 对 任意 XE K 和 任意 gEG 有 ghg 'E 上. 
最 简单 的 反例 ,如 果 片 是 G 的 子 群 而 不 是 不 变 子 群 ,那么 百 
是 开本 身 的 不 变 子 群 ,但 各 不 是 G 的 不 变 子 群 . 
进一步 问 ,不 变 子 群 的 不 变 子 群 是 否 为 原 群 的 不 变 子 群 ,可 用 
下 例 说 明之 . 
用 互 代表 4 阶 对 称 群 S 中 所 有 偶 轻 换 作成 的 子 群 .由 于 
|S 1 =21Hi, 知 本 是 S, 的 不 变 子 群 . 
令 
K=1(1) ,C1 2)(3 4),(1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}, 
则 是 昌 的 子 群 .这 是 因为 ,K 中 4 个 置换 都 是 偶 置换, 而 它们 
之 间 的 乘法 表 如 下 
|} (1 {1234) (324) (14)(23) 
DD | D4 (413)24) (14)(23) 
(12)(34 | (12)(43) (D423) (13)(24) 
(13)(24)|(13)C24) (14)(023) DD) 41294 
(49| 4023 (13)(24) (1 2)(34) (1) 


它 的 特点 是 每 个 元 素 的 阶 数 为 2, 路 单位 置换 外 ,任意 2 个 不 同 的 
午 换 乘积 等 于 另外 一 个 . 这 是 一 个 颇 有 上 典型 性 的 四 元 群 (见习 题 一 
之 题 7)， 

对 任意 rE 万 , 设 


2 3 了 
=( 了 小 ™ -人 2 3 外 
其 中 i,j ,六 ，! 是 数字 1,2,3,4 的 一 个 排列 .计算 x(123(3 4)》 


x ,应 有 
156 


四 
Li 


{1 2)(4 3} 


LL 


Sm 
~ 
~ 

x 


3 
故 rtl12)(34)r =(i,j)(k&,1)EK. 同 理 ,x(1 3)(2 4)r 和 
x(] 4)(2 3)x ' 也 在 中 .这 说 明 KK 是 太 的 不 变 子 群 . 
再 进一步 ,=1(1),(1 2)(3 4)| 是 KK 的 不 变 字 群 ,因为 
是 交换 群 ,每 个 子 群 都 是 其 不 变 子 群 . 
但 , 工 不 是 群 媚 的 不 空子 群 . 因为 (1 2 3) 是 侦 置换 , 即 (1 2 3) 
& 晶 ,但 
(123)12)(34)(123) 
= (1 23)(12)(3 4)0 32) 
={14)(32)EL. 
例题 10 在 所 有 复 的 可 逆 2 阶 和 矩阵 构成 的 乘法 群 中 ,矩阵 


0 


和 


-TI -i 一 
-to (0 0) 3- 0), 
0 -i 
c= 0) 
作成 一 个 子 群 (第 二 章 $ 2 习题 ). 证 明 : 沪 性 的 每 个 子 群 都 是 其 不 
变 子 群 . 
证 明 注意 此 群 G 的 运算 特点 ， 
42= 一 TB2=-TC2= 一 上 
又 该 群 之 阶 数 为 8, 其 非 平凡 子 群 之 阶 数 只 能 为 2 或 4. 
子 群 车 含 4 或 一 A 则 必 含 A?= -了 成 (一 A》= 一 下 其 阶 数 
必 大 于 2, 故 它 的 2 阶 子 群 不 能 含 +A,+B 或 t+, 只 能 是 
H=11, -1}. 
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而 
K={I,-1,A,—Al, L={{,-1,B,-Bl, 
J=11,-1,C,—Cl 
邦 是 该 群 之 子 群 .同时 , 子 群 含 A 和 B 时 ,由 4B = C, 知 必 会 C. 
从 而 阶 数 大 于 4. 同 理 ,4 阶 子 解 不 能 同时 含 马 和 C、B 和 一 C、A 
和 -人 等 等 . 即 只 能 有 上 述 3 个 4 阶 子 群 . 
十 为 和 -与 G 的 每 个 元 素 的 乘积 均 可 交换 顺序 , 互 显然 
是 6G 的 不 变 子 群 . 
注意 入 ,B,C 三 个 元 素 中 任意 两 个 的 乘积 必 为 另 一 元 或 其 负 
矩阵 .这 样 , 很 容易 算出 
BAB =-OCIC-EB)=C3= 一 4， 
CAC = B(-C)= -BC= -A, 
所 以 ,11 ,一 1,A, 一 A} 为 G 的 不 变 子 群 . 1 
例题 11 设 G 是 个 群 .那么 ,G 中 所 有 形 如 
arbiar br labas bilrabian bil, n=1,2,.: 
的 元 素 的 集合 X 是 G 的 一 个 不 变 子 群 . 
证 明 用 。 代表 G 之 慎 等 元 , 则 e=eee ie EX， 
对 任意 aiaier bi abar caicTidT caaac 


EX, 它 们 的 乘积 
Qbar BG dds bu cdicr di lenduci dt 
仍 有 所 述 形式 , 亦 属 于 XX. 


对 任意 a1biar!i8i1a,b,a7 引 ;' 全 XX, 它 的 逆 元 
babi a babr' ar! 
仍 有 相同 形式 , 亦 属于 XX. 
所 以 ,X 是 G 的 子 群 . 
对 任意 eEG 及 任意 cpiai 5 aspe 5 EX, 则 
a (aibiar bia ai 
=(aaa (abia (oara (abia te 
(gaa Dada ama) (aba !) i 
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仍 在 筷 中 . 故 生 是 G 的 不 变 子 群 . | 

定义 4 设 G 是 个 群 ,G 中 出 所 求 换 位 子 元 素 

aba 'b', abEG 
生成 的 子 群 ( 即 所 有 形 如 
Qbar bi iarbaas biasbdr Di, R=1,2,° 

的 集合 ) 称 为 是 G 的 换 位 子 群 . 

定义 5 若 群 不 含 非 平 几 的 不 变 于 群 则 称 为 单 群 . 

单 群 概念 赔 起 来 简单 ,但 单 群 的 结构 并 不 简 简单 单 地 一 致 , 即 
使 是 有 限 单 群 也 分 成 很 多 复杂 的 类 型 . 


习题 二 


1.， 给 出 加 群 的 所 有 和 白 同 板 . 

2. 所 有 实 的 n 元 列 所 构成 的 加 群 (R" , + ) 中 , 取 定 一 个 ”: 阶 可 逆 实 矩 
阵 入 ,对 任意 (aan)ER , 肥 earER, 令 其 对 应 (al ,es)A. 则 

ae) 一 (aan)A 

是 (R" ,+ ) 到 (R" ,+ ) 的 一 个 自 同 构 . 

3， 设 如 是 群 刀 的 不 变 子 群 , 且 电 的 阶 数 等 于 2. 证 明 :HSZ, Z 是 G 
的 中 心 . 

4. 用 4。 代表 群 G 中 元 索 a 导出 的 左 乘 变 换 ,ps 代表 元 寨 避 导出 的 右 
知 变 换 .证 明 ; pA = ps . 

5”， 设 G 是 个 群 ,HH 和 kK 都 是 G 的 不 变 子 群 , 且 HN 人 NK= fel. 那 么 ， 
对 任意 zE 五, yEK ,和 恒 有 zy = yz. 

， 设 G=|e,a, 思 ,c| 是 克 菜 因 四 元 群 ,其 乘法 表 是 


e a b 性 
e 3 a 6 CC 
[3 a 2 c 由 
6 6 c e a 
c < 6 a 4 


证 明 :G 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 Aut(G) 同 构 于 对 称 群 Ss. 
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$3 群 的 同 态 


两 个 群 同 构 时 , 尤 如 - ' 个 是 另 一 个 的 复制 品 , 其 大 小 和 结构 完 
全 相同 . 
比 同 构 更 一 般 的 概念 是 同 态 , 尤 如 从 照片 上 反映 人 物 特性 ,地 
球 仪 反映 地 球 表 面 ,沙盘 模拟 战场 ,等 等 ,后 者 表现 前 者 在 一 定 要 
求 下 的 基本 启 注 ,不 要 求 一 模 一 样 . 
同 态 乃 是 一 个 群 到 男 一 个 税 的 映射 ,不 要 求 是 双 射 ,这 样 , 映 
射 的 像 通常 比 原来 的 群 要 来 得 “小 " 些 . 
同 态 概念 司 样 使 用 于 环 论 , 模 论 等 几乎 所 有 代数 学 领域 ,是 尺 
数学 的 最 重要 侨 念 之 一 . 
定义 1 僵 (G，,) 是 个 群 ,( 采 ,# ) 也 是 个 群 ,那么 ,G 到 日 的 
映射 了 称 为 是 G 到 厂 的 同 访 映射 ,如 果 对 任意 a,5E G 都 有 
fat)= fa)# f(b). 
粗略 地 说 , 同 返 就 是 保 运算 的 映射 . 
例 1 所 上 的 同 构 映射 者 是 同 态 映射 . 
例 2 整数 加 法 群 (I, + ) 到 整数 加 法 群 自己 (1, + ) 的 映射 了 ， 
f/m)=2m， 每 个 mEl, 


是 个 同 态 映 射 
例 3 任 取 一 个 实数 a, 由 它 导出 一 个 从 实数 加 群 (R, + ) 到 
{R, + ) 的 踪 射 p,， 
“Pr)=ar， 每 个 rER. 
由 于 对 任意 r,sER 都 有 


pa (r+s) 
=alrts) (ps 的 定义 ) 
=ar+as 《实数 加 乘 的 分 配 律 ) 
= pr)+ p(s), (ps 的 定义 ) 
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故 m 为 (有 ,+ ) 到 (R, + ) 的 同 态 映 射 . 

例 4” 设 (G,A),{ 昌 ,*) 是 群 ,GOOH 是 它们 的 处 直 积 . 规 
定 ,任意 (g,h)E GXH 对 应 G 中 元 g. 则 得 GOOH 到 G 的 冉 射 ， 
记 为 xl, 即 

Ti((g1 有 有))=g， 每 个 (g,h)EXH， 
则 zx, 是 GOH 到 G 的 同 态 . 
事实 上 ,对 任意 (g'.h1),(g2,h2)E GXH, 都 有 
x (gi hi Og ,h2)) 
= (gi dg ho ha )) (C9 的 定义 ) 
= g1A82 (ri 的 定义 》 
=x1((g1 hi)Ar (ga ,hk )). (x, 的 定义 ) 

例 5 设 G 是 折 有 实 的 ” 阶 非 奇异 矩阵 作成 的 乘法 群 . 规 
定 ,每 个 矩阵 AE G ,对 应 它 的 行列 式 | A | , 则 得 G 到 非 零 实数 乘 
法 群 的 一 个 映射 

AA)=1A|, AEG. 
这 是 个 同 态 上 映射 ,因为 线性 代数 学 中 已 经 证 明 , 对 任意 A, BE G， 
恒 有 
f(A4B)=|AB|=|A||BI=7(A)7(B). 

例 6 设 S, 是 n 阶 对 称 群 ,规定 S, 到 二 元 群 le,al 的 映射 

了 ,对 任意 AES,， 


| 


刚 是个 同 态 映射 
这 是 因为 ,我 们 证 明 过 ,任意 两 个 z 阶 置 换 A,B, 如 果 它们 奇 
偶 性 相间 , 则 AB 为 偶 置 换 ;如 果 它 们 的 奇偶 性 相反 , 则 4B 为 奇 
置换 ， 
置换 4 ,已 之 奇 直 性 相同 , 即 f( A) 和 .CB) 同 时 为 e 或 同时 
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e， 如 果 A 为 偶 置 换 ， 
a， 如 果 A 为 奇 置换 - 


为 a, 则 AB 为 偶 置 换 , 即 /(AB) 为 e. 由 于 aa=ee=e, 所 以 
fAYF(B)= A(AB). 
置换 A,B 之 奇偶 性 相反 , 即 F(A) 和 f(B) 中 一 个 为 4, 一 个 
为 e, 则 AB 为 奇 置 换 , 即 /(AB)=a. 由 于 ae=ea=a, 故 
f(AV7(B)= F(AB). 
总 之 ,不 论 何 种 情形 , 伍 有 f{A)/1(B)= f(AB). 故 ,了 是 同 
态 映射 ， 
例 7 对 一 固定 的 正 整 数 ,我 们 来 建立 群 (1, + ) 到 群 
《L, ,+ ) 的 一 个 同 态 映 射 . 
对 于 (T, ,+ ) 的 具体 运算 规律 ,读者 可 再 复习 一 下 第 一 章 $6 
例 9. 
首先 ,建立 映射 /:I->1, .作法 是 ,对 任意 my EL, 作 除法 ,得 
m=gqntr, Or<n, 
r 是 由 mm 唯一 确定 的 .而 > 唯一 确定 r" , 令 
/lm)=r", 


即 得 1 到 二 的 映射 . 
对 任意 mi ,m2E1, 设 
m=ng+r, OSri<n, 
ma = ng Opa (D 
ritra=ngtr, OS&r<n. 
由 上 的 定义 , 知 /m1)= ,fF(m3)=r2. 由 群 (1 ,+ ) 中 加 法 定 
义 知 z+rz2 =r* ,所 以 ,有 fmm1) + /ms)=+*. 
另 一 方面 ,把 (1) 中 3 个 等 式 连 起 来 ,得 
mtm=n(gqtgtgq) tr, OXr<n, 
故 由 了 的 定义 知 
fmit m2)=r". 
也 以 ,Fm + ma) = fm) + flm2). 
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厂 是 I 到 天 的 同 态 映射 . 
例题 1 设 了 是 (L + ) 到 (L + ) 的 映射 ， 
Are， GEE. 
说 明子 不 是 工 到 工 的 阿 态 有 映射. 
证 明 取 2, 一 2EI, 则 
f(2)=4, f(-2)=4. 
但 f(24(-2))=/(0)=0, 从 而 
f(2+ (~2))A72) + fF( -2). 

地 不 是 CD + ) 到 (I, + ) 的 同 态 映射 . l 
命题 1 设 f 蚌 群 (G,*) 到 ( 末 ,# ) 的 同 态 映 射 .那么 
(ec)=e 

证 明 ”对 任意 友 EH, 有 
内 半 (ee) 
=h# feceec) (ec°ec =ec) 
二 记 闪 (f(ec) 间 /(ec)]】 (Ff 是 同 态 映 射 ) 
={#/(ec)##f(ec). 《及 中 有 结合 律 ) 
由 于 群 所 中 有 消去 律 , 故 
为 三 丰 井 FA(Cec)， 
再 由 群 再 中 恒 等 元 的 唯 -性 , 即 知 扰 ec) 是 五 的 恒 等 元 , 即 
fe ) = en. 1 
命题 2 设 / 是 群 (G,“) 凤 群 ( 开 ,#) 的 同 态 映射 ,那么 ,对 
G 中 任意 元 案 g ,元 素 /(g) 在 日 中 的 逆 元 案 恰 为 f(g 1), 即 
flg) '=/(g '). 
证 表 由 于 fl(ec)=en, 且 
flg)# f(g ')= f(g°g ')= fec)=en, 
故 f(g ') 是 f(g) 的 道 元 素 , f(g"')=f(g)™. 1 
命题 3 设 了 是 群 (G,) 到 群 ( 琳 ,#) 的 同 态 映射 ,性 么 瓦 中 
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重 等 元 er 的 原 像 
K=f (en) = gE GI f(g) = en 
是 G 的 不 变 子 群 . 
证 明 首先 ,由 命题 1 知 ,f(ec)=ep, 故 ec EK. 
其 次 ,车 a,5EK, 即 /a)=en,f(5)=en, 则 
flaeb)= f(a)#/(b)= eH en = en, 
即 aepEK. 
再 次 ,车 aEK, 即 f(a)=en, 则 
fa Y=/(a) '=en' =en, 
Ba!'€EK. 
这 说 明 KK 是 G 的 一 个 子 群 . 
最 后 , 任 取 gEG,aEK, 都 有 
f(grarg ') 
三 f(g) 打 f(a) 亲 f(g ') (f 是 同 态 映射 》 
=f(g)H#en# f(a ') (a€EK, fla)=en) 


=f(g)# f(g ') (en 是 日 的 恒 等 元 ) 
=flg)#f(g)"! (flg ') 是 f(z) 的 逆 ) 
=ep. 
grarg 'EK. 
所 以 ,K 是 G 的 不 变 子 群 . LE 


定义 2 设 了 是 群 (G,*) 到 (五 ,# ) 的 一 个 同 态 映 射 ,那么 称 
en 的 项 像 广 !(er ) 为 映射 了 的 较 , 记 为 Ker .让 . 

例 2 中 ,I 的 恒 等 元 是 0, 车 f(x)=2m =0, 则 于 =0, 故 

Ker(f)= {0). 

例 4 中,G 的 恒 等 元 是 eo, 车 zr.((g,h))=g=ec, 则 (g,h) 

三 (ec ,及 ), 也 就 是 说 
Ker(f/)=H’=i(g,h)E GOH|g=e;}, 
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其 中 所 等 的 性 质 读 者 可 复习 第 二 章 $6 命题 3. 

例 5 中 ,实数 乘法 群 的 便 等 元 是 数 1, 故 

Ker(/)=1AEGI|AI=1}, 

即 所 有 行列 式 为 1 的 矩阵 的 集合 好 ( 见 8$ 2 的 例题 ) 丛 为 了 的 核 . 

例 6 中 ,二 元 群 le,ceji 之 恒 等 元 为 e，e 的 原 像 乃 是 全 体 侦 置 
换 所 构成 的 集合 . 

便 7 中 ,I 的 等 元 是 0 ,，/{m)=0" 当 而 县 仅 当 m= ng, 即 
7 整除 芭 , 故 Kerf=f (0 )=4…, 一 ,0,n,"…). 

命题 4 如 果 了 是 群 (G，) 到 群 ( 互 ,#]) 的 同 态 映射 ,8 是 群 
CH.# ) 到 群 CK, x ) 的 同 态 映 射 , 则 gf 是 群 (G，) 到 群 (K,* ) 
的 一 个 局 态 映射 . 

证 明 要 证 明 G 到 的 映射 gf 是 群 的 同 态 映 射 , 我 们 任 取 
asbEG, 则 有 


(gf) (aeb) 
=g(f(anb)) (映射 合成 的 定义 ) 
=g(f(a)#./(6)) (8g 是 同 态 映射 } 
=g(f(a))*g(f1(8)) (g 是 同 态 映射 } 
=(gf)(a)x (g/)(6)、 〈 映 射 合成 的 定义 ) 


命题 得 证 . 1 
对 于 群 的 同 态 映 射 /:G 一 日 , g:H 习 KK 和 户 :G 一 开 , 如 果 
五 = 二 gf, 则 映射 的 图 形 图 3 -1 可 交换 . 反 过 来 ,上 面 的 图 形 恒 意 味 
着 f,g 都 是 群 的 同 态 , 且 = gr 
定理 1 没 / 是 群 (G,。) 到 群 ( 王 ,#) 的 同 态 映射 ,g 是 群 
{ 理 ,##) 到 群 (K,* ) 的 同 态 映射 .那么 ,有 
Ker(&g 门 = /f° "(Ker(g)). 
证 明 首先 要 搞 清楚 , gf 是 G 到 KK 的 映射 , Ker(gf) 是 G 
的 一 个 子 集合 .g 是 占 到 K 的 映射 , Ker(g) 是 日 的 子 集 ， 
"(Ker(g)) 是 G 的 于 集 .我 们 要 证 明 的 是 G 中 的 子 集 的 等 式 . 
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任 取 a 所 G, 如 果 a € Kert g/)， 
人 即 
月 (gf)(a)= er. 
让 于 (gf7(4)=g(f(a))=ex ,知道 
f(a)& Ker(g), 故 而 得 到 
a€Ef !'(Ker(g)). 
反 过 来 ,如 果 G 的 元 京 a € 
ff '(Ker(g)), 由 原 像 的 定义 知 
f(a)EKer(g), f(a) 是 1 中 的 -个 元 素 , 它 在 g 的 核 中 , 按 核 
的 定义 ,就 是 


FH 


图 3-1 


g(f(a))= (g(a)= er, 
从 而 a E€ Ker(gf). 
所 以 ,Ker(g 门 SA '(Ker(g))CKer(g/) ,也 就 是 
Ker(gP)= f°' (Ker(g)). 上 
例题 2 设 了 是 (UL +) 到 (I,+) 的 上 映射， 
flm)=r’ ,m=8gt+r, Or<8& 
( 见 例 7); 而 g 是 (I, + ) 到 本 身 (I ,+ ) 的 映射 ， 
gi)=i +i*, i Ek. 
我 们 已 经 知道 是 同 态 映射 ,g 是 同 态 映射 由 读者 自 证 . 求 
Ker{gf). 
解 0" 是 1 的 恒 等 元 , 若 i1" EJ 使 
gi )=1 +i" =0°, 
接着 I 的 癌 法 规则 ,应 有 
iti=8g, Qi<8. 
也 就 是 整数 2; 应 能 被 8 整除 ,这 样 i 只 有 0 和 4. 即 
Ker(g)=10° 47 
由 定理 1, 知 Ker(gf)= 广 《10 7 ,4 有 卜 , 故 
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Ker(g/)=|…,—8, ~4,0,4,8,°""|. 1 
定理 2 设 是 群 (G,*) 到 群 (人 H, 提 ) 的 同 态 映 射 ,g 是 
( 理 ,# ) 到 群 (K ,x ) 的 同 态 映射 .那么 img(gf)= g(Img( 了 ). 
证 明 ”由 于 gf 是 G 到 KK 的 上 映射, 故 它 的 像 Img(g/) 是 KK 的 
子 集 . 同 时 ,Img( 了 ) 是 FH 的 一 个 子 集 , 它 在 g 之 下 的 像 g(Img(f)) 
也 是 K 的 一 个 子 集 .我 们 要 证 明 的 是 KK 中 两 个 子 集 相等 . 
车 EK, REImg(g 门 , 即 有 acEG, 使 
k=(g/)(a)= g(f(a)), 
因为 f(a)€ Img( 了 ), 故 
kEg(Img(f)) 
这 说 明 Img(g7) 生 g (1mg( 由). 
反 过 来 , 若 REK, &Eg (Img(/)), 即 有 hEImg(f), g(#) 
= 上 .由 有 Img( 了) 知道 , 必 有 aEG, 使 得 上 = ee) 所以， 
k=gth)=g(f(a)) = (g(a)€E Img(gf). 
这 说 明 g(Ina() 万 Img(g/). 
所 以 ,glmg(f)) = Img(gf). 1 
命题 5 设 了 是 群 (G,") 到 群 ( 互 ,# ) 的 同 态 映 射 , 如 果 A 是 
G 的 子 群 , 则 A( A) 是 H 的 子 群 ;如 果 B 是 日 的 子 群 , 则 f°'(B) 
是 G 的 子 群 . 
证 明 ”由 于 A 是 G 的 子 群 , 故 ec EA, 从 而 f(ec)= en€ 
A(A). 
设 互 的 元 素 z,yE f(A), 即 有 a,bEA 使 
z=f(a), y= 7(6), 
从 而 工 间 y=.f(a) 提 f(58)= fla*5). 而 A 是 G 的 子 群 ,a,5EA 
则 ae"8EA, 故 工 #3?= f(asB)E f(A). 
对 任意 zxEA(4),z=ae), ac4, 由 于 4 是 G 的 子 群 , 故 
a EA. 从 而 Aa) =Aa JEA(A)， 
居 A) 是 也 的 子 群 . 


167 


下 是 厅 的 子 群 , 则 er 有, 而 命题 1 表明 f(es)=en, 故 

ec EF (BY. 

车 G 的 元 素 a ,hE fF "8), 即 

FIEB, f(OEB, 
出 于 B 是 末 的 于 群 ,f(4)# (5)EB, 教 
Sab)s: fla)#fA(PEB, 
BadEF'(B). 

若 G 的 元 素 4€E 1 LB), 即 f(a)&€B. 由 于 B 是 日 的 子 群 ， 
必 有 f(a) "EB. 据 命 融 2, 有 /(u) = /f(a 1)EB, 也 就 是 
a EF'(B). 

所 以 ,1 '(B) 是 G 的 子 群 . 1 

可 以 看 出 ,若是 群 4G ，) 到 寿 ( 甩 ,#) 的 同 态 映 射 , 则 六 G) 
可 以 反映 出 G 的 一 些 性 质 . 如 ,G 有 限 则 了 (G} 有 限 ;G 是 可 交换 
的 则 了 (G) 也 是 可 交换 的 ,G 是 循环 群 网 了 (局 ) 也 是 循环 群 ,等 等 . 

而 于 厅 中 有 些 元 素 并 不 一 定 在 /之 下 与 G 的 元 素 对 应 ,很 难 
要 求 整个 群 好 "保持 "G 的 某 些 代数 性 质 . 

定义 3 设 (G,*) 和 (HH.#) 都 是 车 .如 果 有 (G,*) 到 ( 态 , 间 ) 
的 同 态 映 射 了 是 满 的 , 则 说 群 (G,*) 同 态 于 群 (H,#), 说 (H,#) 
是 (G,") 的 一 个 同 态 像 . 

例如 ,(I, + ) 同 态 于 (1s, + ), 也 同 态 于 (4 , + ).ICOI 同 态 于 工 

命题 6 设 了 是 群 (G，…) 到 群 ( 厅 ,# ) 的 满 同 态 映射 ,4 是 G 
的 不 变 子 群 ,B 是 万 的 不 变 子 群 , 那 么 ,F(A) 是 H 的 不 变 子 群 ， 
1(B) 是 G 的 不 变 子 群 . 

证 明 命题 5 已 指明 A(4) 是 的 子 群 ,47'(B) 是 G 的 子 
群 . 

对 任意 EH 及 任意 f(a)& f(A), aE A, 由 于 了 是 个 满 同 
态 , 必 有 gE€G, f(g)=h. 从 而 

hf Ca)#h = f(g)# f(a)# f(g ')= f(g°aeg"!), 

168 


但 人 是 人 的 不 变 子 群 , 必 有 gasg EA, 所 以 
及 间 Fa)#A EFA), 
所 入) 是 日 的 不 变 子 群 . 
对 任意 8EG 及 任意 Ef/ '(B), f(a)E 8B, 我 们 有 
flgrarg Y=f(g)# /la)# f(g) 
出 二 器 是 互 的 不 变 子 群 . 故 f(g)#.f(a})##f{g) "E48B. 所 以 ， 
Se"erg E 太 (8). 这 说 明 广 (B) 是 G 的 一 个 不 变 子 群 。 】 
定理 3 设 /是 群 (G,) 到 群 ( 刀 ,# ) 的 同 态 映射 .那么 ,上 是 
单 射 的 充分 必要 条 件 是 Ker( 门 = ep 上 
证 明 如 果 j 了 是 单 射 , 首 先 , 有 
flec)=en 
同时 ,对 G 中 任意 元 a ,只 要 “天 ec , 则 
fa) fles), fla)zen. 
所 以 ,Ker( 1) = "(en)= ieol. 
反 过 来 ,如 果 Ker( 门 = {es |], 那么 ,只 要 a,bEG, f(a)= 
A(5). 则 必 有 
Fa)F f(b) = /flab 一 ed， 
从 而 aob '= ec， a= 引 . 这 说 明 ,f 是 单 射 . 1 
把 第 一 章 §4 的 命题 6 搬 到 这 里 ,有 
命题 7 设 了 是 群 G 到 群 万 的 同 态 映射 ,B 为 H 的 子 群 . 则 
AOL (CB))= BNImg(). 1 
同时 ,还 有 
命题 8 设 了 是 群 G 到 群 H 的 同志 映射 ,A 是 G 的 子 群 . 则 
f° "(f(A))= AKer(f). . 
证 明 因为 A 是 G 的 子 群 ,Ker(/) 是 G 的 不 变 子 群 ,上 节 例 
题 中 已 证 明 ,AKer(/) Ker(/) A 是 G 的 子 群 . 
人 入 是 G 的 子 群 , 几 A) 是 开 的 子 群 ,进而 /'(f(A)) 是 G 的 
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子 群 . 
本 命题 要 证 明 的 是 G 中 两 个 子 群 相等 的 问题 . 
如 果 gEAKer( 由 , 设 
g=ak, a€A, hEKer(f). 
由 六 EKer( 门 知 (8)= ep, 所 以 ， 
f(g)=f(ark)=f(a) fF) 
=/(a) EAA), gE (TAN. 
这 说 明 AKerf 伍 f° (f(A)). 
反 过 来 ,如 果 gE€ fCf(A)), 即 f(g)€ f(A), 风 必 有 
aE€5A, 使 f(g)= f(a). 于 是 ,在 玉 中 ， 
fla) '#/(g)=en. 
而 于是 同 态 映射 ,f(a '。g)=en, 也 就 是 
a legEKer(f), gEaKer( fCAKer(f), 
这 说 明 广 :( (4A))SAKert 站 . | 
例题 3 条 件 如 例 5. 用 王 代表 ?= 阶 单位 矩阵 . 求 G 的 子 群 
IE, 一 El= 古 所 对 应 的 了 "1(fCH)). 
解 由 于 Ker()=1AEG||A|= 仙 , 故 
f° ' (FH))= HRKer(f}=1E, ~ ElKer(f). 
而 (- BE)Ker( 记 = | 一 A|1A1= 1 所 以 


HKer(/)= {+AEGI|AI=1} 1 
从 此 例 我 们 可 以 看 到 , G 的 子 群 日 只 有 两 个 元 素 ,但 它 的 像 
了 (HH) 的 原 像 六 !(A(S)) 却 比 日 要 大 的 多 , 它 包 含 了 及 ,也 包含 


了 Ker(f). 
又 如 ,在 例 7 中 取 n=8. 看 I 的 子 群 
A=|…, -6,0,6,.}. 
先 计 算 f(A). 有 
-6=-1xX8+2, f(-6)=2°, 
0=0x8+0， /00)=0°"， 
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6=0x8+6, /{6)=6",， 
12=1x8+4, 
18=2x8+2, f/f(18)=2" 
即 f(A)=10" ,2' ,4' ,6"|, 它 是 世 的 一 个 子 群 . 
而 f(A) 的 原 像 广 :CA(A)) ,也 就 是 0 ,2” ,4 ,6" 四 个 元 素 
的 原 像 的 并 集 ,应 为 
1 ,6,2,10,… 1Ut,—8,0,8,…}， 
UE, -10,—2,6, 1U{, ~ 12,—4,4,.…}, 


也 就 是 
1 6, 4,—2,0,2,4,6,"…}， 
即 金 体 偶数 集 作成 的 子 群 . 
用 命题 7 的 公式 算 , 它 应 当 是 A + Ker( 了 ), 即 
[6,0,6, +1, —8,0,8,.…} 
=4 ,6+0),(—12+8),(~8+6),0,(8+ (~6)),.! 
= ,6,—4,—2,0,2,4,}， 
也 得 到 偶数 集 . 
为 了 说 话 方便 ,我 们 把 定理 3 的 一 个 简单 而 有 用 的 推论 写成 
命题 9 群 (G,*) 到 群 ( 昌 , #) 的 满 辣 态 映 射 了 是 司 构 映射 ， 
当 而 且 只 当 , Ker(f)= {enl， 1 
例题 4 设 了 是 群 (G，) 到 群 ( 互 ,A) 的 同 态 有 映射 ,aeE G. 那 
么 ,对 任意 5EG, 5E <Ker( 万 的 充分 必要 条 件 是 FL5)= f(a). 
证 明 车 /1(5)= f(a), 则 
fla'b) 
=f(a ')Af(b) (了 是 群 同 态 映射 ) 
=f(a) Af(s) (命题 2) 
=en. {fla)=f(5)) 
这 表明 a !'"6E Ker( 了 ,也 就 是 hEaKer(/). 
反之 , 若 bEaKer(]), 设 zEKer(/) 使 6=a*z 那么 ,应 有 
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Li(ryy re) (rt2y -2 Dr yt- y 22). 
证 明 : 工 是 (了 R ,+ ) 到 (R' ,+ ) 的 群 同 态 并 求 出 上 的 核 - 
4， 用 5 代表 非 零 复 数 的 乘法 群 , 用 R' 代表 正 实数 乘法 群 .证 明 ， 
aia+ibew a 16, abeER 
是 C* 到 R’ 的 群 同 态 ,并 给 出 o 的 核 . 
5" . 看 整数 加 群 1 的 直 积 IxI 到 [的 映射 4， 
om nn tn, (mn)ELXT 


证 明 :se 是 群 同 态 映射 ,并 求 出 a 的 核 . 
$4 商 群 


如 果 N 是 群 G 的 一 个 不 变 子 群 .那么 ,利用 N 可 导出 G 的 
一 个 等 价 关系 ,a 一 5 当 而 且 仅 当 e 6bEN, 也 就 是 a,65 属于 NN 
的 同一 个 左 陪 集 . 

由 于 N 是 不 变 子 群 ,每 一 个 左 陪 集 就 是 一 个 右 陪 集 ,其 陪 集 
不 区 分 左右 ,简称 为 陪 集 . 

对 于 等 价 关 系 一 ,我们 可 得 到 G 的 一 个 商 和 集合 , 它 的 每 个 元 
素 都 是 N 的 一 个 陪 集 , 即 C= {aN ,BpN,…}. 

在 第 二 章 &4 中 ,我 们 很 自然 地 把 整数 集 1 对 模 ”关系 的 商 
集 

1=f[el, [6],.} 

定义 成 一 个 群 (I, 田 ). 1 的 运算 是 由 I 的 加 法 运算 派生 出 来 的 

现在 ,要 讨论 如 何 将 任意 群 G 对 其 不 变 子 群 N 的 商 集 定义 
成 群 -这 样 得 到 的 群 即 是 所 说 的 商 群 . 

还 要 证 明 , 群 G 的 每 个 同 态 像 必 然 同 构 于 G 的 一 个 商 群 .这 
样 , 从 同 构 的 观点 看 ,只 要 把 群 的 所 有 商 群 的 结构 研究 清楚 ,那么 
它 的 所 有 同 态 像 也 就 清楚 了 . 可 见 商 群 的 概念 是 相当 重要 的 . 

本 节 要 讲 的 同 态 基 本 定理 实际 上 也 是 整个 群 的 理论 的 基本 定 
理 , 所 以 这 -- 节 在 整个 抽象 代数 学 的 教学 中 是 特别 值得 重视 的 . 
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定理 1 设 NN 是 群 (G,*) 的 一 个 不 变 于 群 ,GIN 代表 心 对 六 
的 所 有 隘 集 构成 的 集合 ,规定 ,任意 ,aN,ANE GIN, 对 应 GIN 
的 元 素 (a*6)N, 则 得 到 GHN 的 一 个 运算 , 记 为 半 , 即 

aN# N= (a°b)N. 
进一步 《GAN ,# ) 是 个 类 

证 明 ”首先 来 证 明 (a。&)N 是 由 aN 和 BN 唯一 确定 的 ,与 陪 
集 代表 元 的 选择 无 关 ,这 就 是 在 第 二 章 已 经 强调 过 的 定义 的 合理 
性 问题 

设 cN=eaN, =PN. 那 么 , 必 有 kuvEN 使 得 

Ql=a2ru, bi=b2rv. 
从 而 aie5 = 二 a2oCur ba):w. 内 于 N 是 G 的 不 变 子 群 ,而 
ubaE Nbs= boN, 
又 必 有 wwEN, 使 u*6,=6;°rw. 于 是 
Gib =a bw) v= (a bx, 
其 中 工 =w*vEN, 即 a,b, 和 ao, 在 同一 个 陪 集中 ， 
(Carb N= (a bs)N 
即 ,无 论 代表 元 如 何 选取 ,得 到 的 都 是 同 -- 个 陪 集 . 
所 以 ,规定 (aeN,N) 对 应 (ab)N, 记 
aN# 5NV=(ap)N， 
就 得 到 GIN 的 一 个 运算 #. 
进一步 , 任 取 GIN 的 3 个 元 素 , 设 为 aN,bN,cN. 则 必 有 有 
(aN#6N)#cN 
= (aeb)N#CN 《提前 定义 ) 
=((arb)oN (# 的 定 文 ) 
=(ae(becN (满足 结合 律 ) 
=aN#(6°c)N 〈# 井 的 定义 ) 
一 aN 井 (av#cN)， 《 提 的 定义 ) 
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这 说 明 , 提 满足 结合 律 . 
又 ecNEGHN, 且 对 任意 陪 集 aN ,有 


eoN#aN 
=(ecra)N 〈 井 的 定义 ) 
=aN, (ec 是 G 的 便 等 元 ) 


即 GAN 有 一 个 左 恒 等 元 erN =N. 
最 后 ,对 任意 aNE GIN, 看 a 'NEGIN, 有 


a IN#aN 
=(a Tea)N ( 提 的 定义 ) 
=ecN (a 是 a 的 道 元 ) 


=N, (ec 在 六 中 ) 

即 a_!'NN 是 aN 的 左 逆 元 . 

所 以 ,(GIN , 提 ) 是 个 群 . 1 

定义 1 设 六 是 群 (G,) 的 不 变 子 群 .在 商 集 GIN 中 规定 

aNHEN= (a°b)N; aN,bNEGIN. 

则 (GIN , # ) 作 成 群 , 称 为 群 (G,*) 对 不 变 子 群 N 的 商 群 . 

这 里 ,有 两 件 事 要 引起 读者 注意 . 

第 一 ,定理 1 的 证 明 中 ,运算 并 的 合理 性 的 验证 是 必要 的 ,不 
是 说 ,对 任意 子 群 N ,对 其 左 等 价 关系 的 商 集 G1N ,规定 

aNxbN=(a°b)N 

例如 , 设 G 是 所 有 2 阶 非 奇异 的 实 和 矩阵 在 和 矩阵 乘法 下 构成 的 

群 , 且 


H= AEGIA=(o 小， reR|, 
则 瑟 是 G 的 一 个 子 群 . 


用 GIH 代表 G 对 NN 的 所 有 左 陪 集 构 成 的 集合 . 现 规定 ,任意 
aH, pHE GIH 对 应 (ab)H, 并 有 Lid aH# 6H = (ab )H,…: . 


这 是 行 不通 的 ,因为 


fl 0 1 人 1L : 
a=( AR= 0 s+1 


(1 a=|( 号 


‘en 


:ER|. 


这 就 是 说 , 取 定 G/F 的 两 个 元 素 


I 1) :ER|, | 这 
6 tau 


bi 


当 用 


作 代 表 时 , 鼠 #5 是 
JH=H, 
而 用 
(aa 
分 别 代表 时 ,去 划 六 又 该 对 应 
sf Un 
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而 矩阵 
(1 
1 1 
显然 不 在 厅 中 , 故 5 天 厅 , 世 站 5 没有 确定 的 意义 ,从 而 谈 不 上 什 
么 运算 . 
第 二 , 商 群 G/N 的 运算 ## 是 专 指定 义 1 中 指出 的 那个 运算 ， 
它 与 C 的 运算 自然 地 联系 在 一 起 ， 
aNEg bpN=(u°b)N. 
如 果 用 其 他 运算 将 商 集 定 义 成 群 , 那 不 是 我 们 这 里 要 求 的 G 对 N 
的 商 群 . 
例如 ,在 整数 加 法 群 工 中 ,所 有 能 被 4 整除 的 数 构成 一 个 子 群 
N,，N 是 工 的 不 变 子 群 , N 所 导出 的 等 价 关 系 就 是 模 4 关系 ， 
彤 一 a 当 而 且 仅 当 mm - ”EN ,而 且 商 集 


GIN= |[0].[1],[2), 31}. 

作为 商 群 ,其 加 法 表 是 

田 0 1 [2 3 

[0] 0 1 [2 3 

[1] 1 2 3 [0 

[2] 2 3 0] 了 

[3] 3 0 1 2 
它 具 有 性 质 

[rH[s}=[r+s]. 

当然 ,在 商 集 CAN 上 还 可以 定义 运算 ， 

* 0 1] 2 3 

[0] 0 1 2] 3 

[1] 1 0 [3 [2 

[2] | 2 3 0 1 

[3] | fs 2 1 0 


且 (GIN, * ) 也 是 群 .但 这 个 群 不 能 称 为 是 G 对 NN 的 商 群 . 
下 面 举 些 商 群 的 例子 . 
例 1 设 G=S,N=((123)). 由 于 
N=1{(1),(123),(132)146G, 
GAN 有 两 个 元 素 , 每 个 元 素 都 是 G 的 个子 集 ,精确 说 是 C 对 入 
的 陪 集 , 即 
GIN= 442) ,01 2 3),01 32)),1(12),41 3),(3 2)}1. 
乘法 表 是 
和 # [0.0 23, 3D 412013) .23 
{D2 313D0 | 1D, 2 3 10020323 
10 2 人,(13 23) | {042,03,29 {0,29,032)| 
例 2” 在 了 中 取 子 群 Ni= 10 ,3 ,6' ,9 和 在 工 中 取 子 
群 N, =i0' ,2 上 那么 N=Nix N; 是 Lz XL 的 一 个 不 变 子 群 . 
N=1(0° ,0°),(3° ,0° 0) 06 .07) (9" ,0°),(0° ,2° ), 
03° ,2°),(6° ,2°),(9° ,2°)}. 
G 是 四 元 群 ,N 是 8 元 群 ,G/N 应 有 6 个 元 素 , 除 N 外 还 有 
Nio=1(1° ,0°),(4° ,0),(7° ,0°),(10° ,0°),(1° ,2° ), 
《4 ,2°),(7° ,2°),(10° ,2° )}, 
Nao =1{(2° ,0°),(5° ,0),(8° ,0°), (11’ ,07),(2° ,2° ), 
(5° ,2° ), (8* ,2°),(11" ,2° )}, 
Ni = 11° ,1°),(4 ,1 ),07 ,1 ),(10° ,1°),(1° ,3° ), 
(4° ,3°),(7° ,3°),(10° ,37)}, 
Na = (2° ,1 ),(5" ,1°),(8’ ,1°),(11° ,1° ),(2° ,3° ), 
{5° ,3°),(8" ,3 ),(11° ,3° )}, 
No =1(0,1° ),63° ,1°),(6° ,1°),(9° ,1 ),(0" ,3° ), 
(3° ,3°),(6° ,3"),(9° ,3°)1. 
简单 记 , 令 N= No,, 则 
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Non=N, No =(0° ,1°)+N, 
Nio=(1" ,0 +N, es ,1 +N, 
Ns=(2° ,0°)+N, N31=(2° ,1 )+N. 
其 加 法 井 此 为 
# | Ne No No No Na Na 


oo No No No Ni No Na 

Nu No No No Ni AN Nu 

和 ia | ao Joan Nig Na No Ni 

No Nor Ny Ns Neo No Nao 

Nu | Ni Ny. Noe. Non N20 Noo 

Na [Ny No Ny Ne Noo Ni 
具体 算法 是 


Non# Nos = [Cm ,nn’ )+(p ,gq +N, 
其 中 0< 生 mb<3，0<n ,9 去 2. 

例 3 给 定 一 个 正方 形 如 图 3 一 2. 用 
S= la,65,c,di 代 表 其 硕 点 构成 的 集合 . 
我 们 看 这 个 图 形 的 运动 ,注意 ,每 次 运动 1 
只 构 掌 握 了 其 顶点 运动 的 情况 , 则 整个 图 
形 的 运动 也 就 清楚 了 . 

现在 讨论 运动 后 与 运动 前 图 形 重合 
者 .这 种 运动 实际 上 就 是 S$ 上 的 一 个 置 图 3-_2 
换 .由 于 S 上 的 置换 只 有 41 =24 个 ,这 
种 运动 最 多 有 24 个 可 能 .而 实际 上 ,有 的 置换 不 可 能 表示 正方 形 
的 运动 ,比如 要 顶点 a,b 不 动 ,而 c 灾 到 4 ,d 变 到 c. 所 以 ,能 表示 
这 种 图 形 重合 运动 的 置换 只 是 S 上 置换 中 的 一 部 分 . 

实际 上 ,使 四 方形 进行 重合 运动 的 有 

#1 二 伍 等 置换 ， 
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4 三 绕 O 顺 时 针 转 90 ， 

pa 三 娆 口 顺 时 针 转 1809 ， 

Am4= 绕 口 顺 时 针 转 270 ， 

As 一 以 五 为 畏 翻 转 180 ， 

pe 三 以 了 为 办 翻转 180"， 

Ar= 以 了 为 轴 翻 转 180 ， 

ps 以 荆 为 畏 翻转 180 . 
全 意 二 次 使 出 形 重合 的 运动 侣 成 后 仍然 是 使 该 图 形 好 eh 
运动 合成 满足 结合 律 ; 便 等 置换 是 使 图 形 重 台 的 运动 ;每 个 使 图 形 

重合 的 运动 部 有 逆 运 动 使 其 恢复 原样 .所 以 ， 

Gf pe tas fess ps pos ers pe 


构成 - -个 群 . 其 乘法 表 是 


ps 
AI 1 下 > 3 Hi4 Hs HG A Hg 
Hz 2 5 3 1 天 3 Eat 5 Ls 
3 £3 £4 ML A2 HG Hs5 Eat A 


PE 
ps | Es pe Me Op 
He ps pe pe pa 
pr py ps pe pa pe 
8 HB Hs 7 Hs 4 产 2 3 RE 
设 N= {po ,p31,N 为 0 的 于 群 , 且 对 任意 jEG, 恒 有 
He pi =p pa = 3, 
所 以 ,NN 是 G 的 不 变 子 群 , 且 
[p= 0d gs) = {pa, p00!, 
[ps] = ps fp ,131= [ps pe 
Ll = ie, psl = tp, psl. 
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故 G 对 NN 的 商 群 GIN= {[wi],[paz],[us],[Az]j, 即 
G= {pe pat, {e200)s {ss re}, {5 ,p81l, 
其 乘法 表 是 


提 | [Laa] [ps] [ol 
fx] [pi] [ea] frs] [wx 
Le] [3] Lp] Ll [xs] 
[xs] [us] fwz] Fe] [Lp] 
bal | Le] [ps] pa] To 


例 4 设 G 是 所 有 实 的 2 阶 可 道 害 阵 在 矩阵 乘法 之 下 构成 的 
群 ,N 是 其 中 听 有 行列 式 为 1 的 矩阵 构成 的 子 群 .那么 ,我 们 已 经 


知道 ,N 是 G 的 不 变 子 群 . 
对 任意 矩阵 入 EG, 设 |A|=a. 由 于 a 关 0, 答 阵 
_fa 0 
B=-(e ?jsc， 
而 且 1B"Al=1Bi |A|=a la=1, 即 B.AEN, AEBN. 
于 是 ,集合 
a 0- 
(s jsc «en| 


是 G 对 NN 的 陪 集 表示 的 一 个 完全 集 , 即 


omw-l(s 


«eR| 
其 运算 是 
a 0 8 OVv_fap 0 
(s 1)N#(h {N=(% I)™ 
命题 1 如 果 G 是 个 群 ,N 是 G 的 不 变 子 群 ,那么 映射 
f:G>GIN, 
(qa)=aN， 对 任意 aEG， 
是 满 同 态 映 射 , 且 Ker(f)= NN. 
证 明 任 取 a,5€G, 有 
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fab)=(a°bIN=aN# N= f(a)#7(6). 
故 了 为 G 到 GIN 的 同 态 映射 
进一步 ,GIN 中 的 任意 元 都 是 G 对 的 一 个 陪 集 , 设 为 aN， 
aEG. 那 么 /(a)=aN, /是 满 的 . 
《GAN,#}》 的 伍 等 元 是 陪 集 N.G 的 元 素 a,， aE€ Ker( 了 ) 当 而 
且 仅 当 f(a)= NN, 即 
aN=N, 
所 以 ,a Ker(/) 当 而 且 仅 当 a ENN, 从 而 有 Ker(/)=N. l 
这 个 向 态 映射 通常 称 为 G 到 G/N 的 自然 局 态 ， 
例题 1 设 末 是 群 (G,。*) 的 子 群 ,在 G 对 日 左 关系 下 的 商 集 
GIH 中 ,规定 ,任意 aH, bH 对 应 abH. 要 使 此 规定 合理 , 昌 必须 
是 G 的 不 变 子 群 . 
证 阴 ”所谓 "合理 ”, 就 是 措 aH,65H 对 应 abH 与 代表 元 选择 
无 关 , 即 对 任意 el ,az€EG 和 51,5,EG, 只 要 
uaH=aH, tH=6,H. 
则 恒 有 (a1*6,)H=(as*b2)H. 
于 是 ,对 任意 aEG 及 任意 hE€ 昌 ,由 于 
aH=(ah)H, a!'H=a'H, 
必 有 (ara 1')H=H=(aehea 1) 电 ,也 就 是 aehea EH,H 
是 G 的 不 变 子 群 . 1 
例题 2 设 N 是 群 G 的 不 变 子 群 .那么 , 商 群 GJN 为 交换 群 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 a ,5 和 G ,都 有 abu -205EN， 
证 阴 如果 GIN 是 交换 群 , 则 对 任意 ,a ,58EG, aN,bNE 
GIN, 应 有 
aN#6N=bN#aN, (ab)}N= (ba}N. 
即 Cab) (ba) 'EN ,也 就 是 aba 1'b-'EN. 
反 过 来 , 如果 对 任意 a,5EN 都 有 aba-'6b-!1E€ N, 即 
p(Bbq) EN, ab 与 ba 在 N 的 同一 陪 集中 ,也 就 是 
abN= (a bp) N= baN. [| 
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定理 { 同 态 基本 定理 ) 设 (G,*) 和 (HH, * ) 都 是 群 ,/ 是 G 到 

玉 的 满 同 态 映 射 ,Ker( 了 ) 二 KK .那么 有 映射 g:GIK 一 晶 , 使 得 
g(aK)= f(a)， 对 每 个 aKEGIK, 

时 yg 是 GIK 到 瑞 的 同 构 映射 .从 而 GIK~H. 

证 明 ” 先 来 定义 G/N 到 五 的 映射 p. 对 任意 aoK EGIK, 令 
其 对 应 万 中 的 元 素 /(a). 这 个 规定 表面 上 与 aK 的 代表 元 选取 
有 关 . 我 们 要 证 明定 义 是 合理 的 ,也 就 是 要 证 明 这 个 对 应 实际 上 与 
代表 元 选取 无 关 . 

如 果 alK=asK, 则 有 kEK 使 a =aao, 从 而 

Sa) = flack)= fa) * J(R)= fa) * en= fla,), 
就 是 说 , f(a) 是 由 aK 唯一 确定 的 ,与 代表 元 选取 方法 无 关 . 

任 取 aK,5bK EGIN, 有 

plaK Hobk) 


=p((aB)K) 《( 提 的 定义 ) 
= (ao 《9 的 定义 ) 
=/(a) * /(6) (/ 是 同 态 映 射 》 


三 glaK)x gp(bK). (gp 的 定义 》 
即 p 是 CGI/K 到 互 的 同 态 映射 

由 于 /是 满 射 ,对 任意 hEH, 必 有 aE€G 使 /(a)=, 从 而 
PtaK)= 有 .这 说 明 gy 是 满 同 态 . 

要 证 明 yp 为 单 射 , 据 上 节 命 题 8, 我 们 只 要 证 明 Ker(p) = 
{eox1. GIK 的 己 等 元 是 K. 设 aKEGIK, g(aK)=ey. 即 aK 
EKerg, 那 么 

fla)= g(aK) = ep， 
由 核 的 定义 知 a€ Ker(/) = KK, 从 而 aK = 天 .也 就 是 说 Ker(g)= 
feox}. 9 为 单 射 
所 以 ,pg 为 GIK 到 万 的 双 射 同 态 ,GJKs<E. 1 
例题 3” 条 侍 如 上 面 定理 ,再 设 >:G-~GH/K 是 G 到 GJK 
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的 自然 同 态 . 那 么 /= p*7, 也 就 是 下 面 图 形 可 换 . 
证 明 ”要 证 明 G 到 万 的 噢 射 上 和 肌 射 c 
y*y 相等 ,只 要 证 明 它 们 作用 在 G 的 每 个 


f 
元 素 上 效果 都 相同 就 行 了 . 7 ~ 
对 任意 a€G, 有 Cag g 上 
(Poy)a)》 
=g[y(a)】 (映射 合成 的 定义 ) 网 3-3 


=plaK) (y 是 白 然 同 态 映射 》 
=f(a), (q 的 定义 ) 

所 以 ,A= go. 1 
例 5 看 群 (I,+) 和 群 (I, ,Ff ).§3 之 例 5 表 明 ,f:I>L,， 
Dr mE, m=ngtr, Kr<n 

蚌 同 态 映 射 . 
容易 看 出 ,了 是 满 同 态 . 
计算 的 核 .车 f(x)=0", 则 
m= gn + 0, 
即 mm 是 = 的 整数 倍 .反之 ,车 mm 是 n 的 整数 倍 , 亦 必 有 f(mm)=0” . 
所 以 
K=Ker(f)=1,—n,0,n,.} =[0]. 
从 而 
GIK={[0],[1), ,Tn ~1]}=1.,, 
其 中 工 .的 运算 规则 是 我 们 在 第 二 章 $4 就 已 经 讨论 过 了 的 .于 
是 ,所 得 到 的 恰好 就 是 现在 定义 的 G 对 K 的 商 群 . 
按 同 态 基本 定理 ,Pp:GHAK-~l,， 
pllml)=f(m), mET 
是 工 , 到 世 的 同 构 映 射 - 
由 于 10,1,…,n 一 11 是 G 对 [0] 的 陪 集 表示 的 完全 集 , 即 对 
任意 mL, 设 
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m=ngtr, 0OSr<n， 

对 [mj=[r]. 所 以 ,qp 可 以 写成 p([ri)=r', 0S<r<n. 

例 6 设 局 , 吾 都 是 群 ,GCOH 是 它们 的 外 真 积 ,映射 x+:GOOH 
GG, 

x((g,h))= 二 g， 对 每 个 (g,h)EGXH 

是 个 同 态 映射 { 见 8$3 例 4). 

这 是 满 同 态 , 且 

Ker{/)=H =i(g,h)E GOH|g= ecl. 

据 同 态 基本 定理 (G@H)/H ~G. 

例题 4 决定 例 3 中 所 给 的 使 图 3 - 2 中 正方 形 重 合 的 运动 
构成 的 群 G 的 所 有 同 态 像 { 同 构 的 群 看 成 是 相同 的 同 态 像 )、 

解 由 同 态 基本 定理 知 ,这 等 价 于 决定 G 的 商 群 ,又 等 价 于 
决定 G 的 所 有 不 变 子 群 . 

全 的 阶 数 是 8，G 的 非 平 凡 子 群 的 阶 数 只 能 是 2 和 4. 

对 于 平凡 子 群 G 和 |ej| ,显然 

GlG~{el, GelsG， 

现在 只 要 决定 G 的 非 平 凡 的 正规 子 群 . 

如 果 互 是 G 的 4 阶 子 群 ,那么 

8=1G|=21H|, 

GIH 是 2 阶 群 ,而 所 有 2 阶 群 都 是 同 构 的 ,于 是 GIHAxL ,J 是 
G 的 一 个 同 态 像 . 

@G 有 4 阶 子 群 ,(wz? 就 是 一 个 , 翻 下 的 问题 是 决定 G 的 2 阶 
子 群 ， 

2 阶 子 群 必 为 循环 群 ,由 阶 为 2 的 元 素 生成 .而 G 中 阶 数 为 2 
的 元 素 有 


e39145 1 L163 7 sR» 
看 商 群 GJ《j3). 它 有 4 个 元 素 , 即 fy ,ps 和 
p22 {p19 p34 pes {pe pe spe7 {pe s p31}, 
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例 3 所 给 的 G1(jpx3) 的 冬 法 表 中 表明 , 它 的 每 个 非 恒 等 元 的 周期 都 
是 2. 3 个 非 恒 等 元 中 的 任意 两 个 的 积 恰好 等 于 另外 一 个 元 素 . 故 
由 人 $1 的 例题 知 
Gp OE. 

而 《jxs)》 ,Cpe 《p17) 和 《ys) 都 不 是 G 的 不 变 子 群 .所 以 ,G 的 同 态 
像 是 G,E ,ECG ,5 1 

例题 5 设 G 是 个 群 .那么 G 的 中 心 

C=1gEG|ga =ag, 对 每 个 4a€G} 

是 局 的 不 变 闻 群 ,而 莫 GiC 同 构 于 G 的 所 有 内 自 构 作 成 的 群 瑟 . 

证 明 先 证 明 C 是 G 的 子 群 .对 任意 a€G, 由 sca =aec = 
a 4, 知 ec EC. 如 果 g EC 那么 对 任意 'aEG, 有 . 

al(gh)=(ag)h=(ga)h=g(ha)=(gh)a, 
因而 欣 EC. 如 果 gE€C, 即 对 任意 aEG, ag= pga. 将 此 式 两 端 
两 侧 同 乘 g' , 则 得 
& ogg '=g a=ag !=g gag!. 

这 说 明 g 1€EC. 所 以 ,C 是 G 的 子 群 . 

进 - 步 ,对 任意 a€EG 及 gE C, 都 有 

aga ‘=g(aa')=gEC, 

从 而 C 还 是 G 的 不 变 子 群 . 

在 和 2 的 命题 5 中 ,我 们 用 x, 代表 G 中 元 素 a 所 导出 的 G 到 
G 的 内 自 同 构 映 射 . 

加 (zz)= aza '， 对 每 个 xzEG. 

由 于 G 到 G 的 恒 等 自 同 构 等 于 y , 必 为 内 自 同 构 ; 任 意 两 个 
内 自 同 构 % 和 7 的 合成 ,有 

(yy) (x)=a(brb a !=(Cab)z(ab) = yz), 
即 7 。Y 也 是 内 自 同 构 ; 对 任意 内 自 同 构 y, ,都 有 加。7-: = Y,. 
所 以 ,所 有 内 自 同 构 的 集合 末 在 映射 合成 之 下 作成 一 个 群 ， 

H=1y,la€ Gl. 
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这 里 要 注意 ,万 中 的 元 案 是 由 G 中 元 素 导 出 来 的 ,并 不 是 用 
G 来 标号 ;也 就 是 说 ,G 中 元 素 4 隆 4b, 但 可 能 使 7, = %- 
现在 来 建立 一 个 G 到 已 的 映射 户 
f(a)=7Y。， 对 每 个 a€ G. 
对 任意 a,5€G, 有 


fap) 
= yw (了 的 定义 ) 
一 为 "5 Wu(z)= 一 (5)(z) 每 个 zEG) 


三 f(a)*/(5). 《J 的 定义 ) 

拆 以 ,三 是 同 态 映 射 . 

因为 妃 中 的 任意 元 素 六 都 是 G 中 某 元 导出 来 的 , f(a) = ， 
故 了 是 满 的 . ， 

再 来 计算 了 的 核 .五 的 便 等 元 是 CG 到 G 的 值 等 映射 ze .如 果 
a€G, a€Ker(f), 即 f(a)= ic ,那么 对 任意 zx 多 G, 必 有 

Fajz)= 加 (zcz)=ara =ic(r)=x. 
从 而 有 
az 二 xa， 对 每 个 rxEC， 

也 就 是 a€ C. 反 之 ,a € C, 则 对 每 个 zEG 有 


-1 
ar 一 4， Ura 一 4 


从 而 六 三 训 ， 思 GEKer( 廊 . 
所 以 ,Ker(/)=C. 


由 同 态 基本 定理 ,得 G1CaH. 1 
下 面 的 例题 是 深入 学 习 群 论 时 的 一 个 重要 的 基础 性 定理 ( 称 
为 第 二 同 构 定理 ). 但 在 自学 阶段 ,只 要 求 读者 领会 其 证 明 技巧 ,而 
不 要 求 每 人 都 能 自如 地 运用 它 . 
例题 6” 设 刀 和 K 都 是 群 G 的 不 变 子 群 , 且 开 4 H. 证 明 ; 
HIK 是 GIK 的 不 变 子 群 , 旦 (GEKJAMBIK)y=GI. 
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证 明 我们 用 表示 G 的 运算 ,# 表 示 商 群 G/K 的 运算 ,7 
表示 G 到 GIK 的 自然 映射 ,y(o ) 二 aK ,对 每 个 a€G. 
出 于 HA4G, 7 是 满 的 ,由 83 命题 6 可 知 7Y(H)4 GIK. 现 
拟 证 明 
HIK= 7Y(H). 
了 实 上 ,任意 有 气态 , 则 
Yh)= KEHIK. 
而 对 每 个 hKEGIK, hE€H, 必 有 
AK=Y(A)E YID. 
所 以 ,Y( 晶 )= HIK，HIK 是 C/K 的 一 个 不 变 子 群 . 
于 是 又 有 G/K 到 其 商 群 (G/K )/(H/IK) 的 自然 映射 p， 
plaK)=aK#(HIK)， 对 每 个 aKEGIK. 
由 于 7: GGIK 是 同 态 映 射 ,p: GIK 一 (GIK)N(HIK) 也 
是 同 态 映射 .所 以 p。y 是 群 G 到 群 (GIK)/(HIK ) 的 同 态 映 射 
(人 3 命题 4)、 
而 且 , 因 为 y 和 p 都 丰满 射 ,所 以 p*y 也 是 满 射 . 
再 来 计算 映射 pey 的 核 . 扬 人 3 定理 1， 
Ker(p°7)= 7 'Ker(p). 
而 p 是 自然 同 态 , 故 Ker(p)= HIK. 从 而 
Ker(p*7)= 7 ! (HIK). 
我 们 要 证 明 y 1 (HIK)=H. 由 于 y 是 自然 同 态 ,Y(H)SHIK， 


本 


故 
7 (HIKESH. 
反之 , 若 a€ CG, a€7y7 (HIK), 即 
Yla)=aK€EHIK, 
即 必 有 请 E ,使 得 aK =hK, uh ! 所 KK. 进 沁 
a= (ah AEH, 
因为 是 G 的 子 群 .这 说 明 y !'(HIK)EH. 
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站 之 ,7-ICEIK) = 日 ,而 且 Ker(p*Y)=H. 据 同 态 基本 定 
理 ,得 到 G/H~(G/FROA(HIK). 
看 一 个 实例 , 设 G=(1,+), 晶 =《4), K=《8). 于 是 ,GJ/K 有 
8 个 元 素 , 即 G 对 KK 的 8 个 陪 集 
(8) ,1+ (8),2+(8),3+ (8),4+ 《8), 
5+(8),6+(8),7+¢8), 
按 我 们 常用 的 符 导 记 , 力 是 
GAK=1[0],[,[2],[3],[4],[5],[6,[7]， 
而 HIK 是 GIK 的 不 变 子 群 , 它 的 元 素 是 
{8),4+ (8), 
也 就 是 HIK = 1E0].54] 上 . 
进而 (GIK)/( HIK) 的 元 素 是 GIK 对 HIK 的 陪 集 , 它 的 元 
素 是 
{0], 43}, [11+ 10], £74]}, [2]+ £0], [4}}, 


[3]+ 1{01,14]}. 
将 其 分 别 记 为 [[0]],[[1]],[[2]1,[[3]j, 其 运算 束 应 为 
+ [0] 5 [2]] [tl3]] 


[[o]] [0]] [[1]] [2]] [[3]] 
[CH] [1] [I21] [3]] [[0]] 
[[2j] [2] [13]] [0j] 全 1] 
[[3]] [3] f[o0]] [1]] [[2]] 
同时 ,GJH 有 4 个 元 素 , 即 
(4)2+(4》3+(4)， 
我 们 用 [01| ,[1]| ,[2]|1 ,[3]1 分 别 表示 之 ， 
要 注意 GIK 中 的 [11 和 GAH 中 的 [14| 是 有 区 别 的 ， 
[= 人 197 £11l=4-,1,5,9,.}, 

群 G1H 的 运算 表 为 
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十 [oll [| [2]| [3]| 
[Co]! [oJ| [| [2]| [3j| 
£1]] EL] 12]| [3]| [0]| 
[2]| [21| [3]| [oll [1 
[3]1 [31| [oj [1]| [3]1 
在 一 个 洋 G 中 ,有 时 对 某 些 特殊 元 素 无 法 驾驭 ,把 它们 集中 
到 一 个 不 变 宁 群 N 中 , 商 群 G/N 就 不 含 这 种 特殊 元 素 了 ,研究 起 
米 就 方 使 些 了 . 
例题 7 设 G 是 个 交换 群 .证 明 :G 的 所 有 阶 数 有 限 的 元 素 
的 集合 N 是 G 的 一 个 不 变 子 群 , 且 商 群 G/N 的 非 恒 等 元 的 阶 数 
都 是 无 限 的 . 
证 明 .EG, a 阶 数 有 限 的 充分 必要 条 件 是 有 正 整 数 使 


得 
a 三 €. 
任 取 4.5EN, 设 有 正 整 数 上 ,i 使 
a'=e, b=e. 
那么 (ab)* apr =(a*)i(51)*==e, 从 而 知 abEN. 
又 ,a 和 a' 的 阶 数 重 相同 , 当 aE€ N 时 必 有 a IE 
所 以 N 是 G 的 子 群 .又 由 于 G 是 交换 群 ,NN 还 是 G 的 不 变 
子 群 . 
任 取 商 痒 GAN 的 一 个 元 素 gN , 若 gN 之 阶 数 有 限 , 则 必 有 正 
整数 上 使 
N=(gN):=gN, 
从 而 知 gE N. 但 N 中 元 素 都 是 有 限 阶 的 ,又 必 有 正 整 数 ! 使 
(g'》=e, 也 就 是 必 =e. 这 说 明 .g 本 身 就 是 N 中 的 元 素 ,gN=N. 
也 就 是 说 , gN 必然 是 商 群 G/N 的 恒 等 元 才 行 ,而 非 异 等 元 之 阶 
数 必 无 限 . 1 
例题 8” 用 C# 代 表 所 有 非 零 复 数 构成 的 嫉 法 群 ,用 及 + 代 
表 所 有 正 实数 构成 的 乘法 群 .讨论 C* 和 R# 的 关系 . 
证 明 任意 非 零 复数 a 可 唯一 的 表 成 
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a=rfcosg+tising)， O00<2n 
形式 ,其 中 -= |a| 称 为 是 a 的 模 .规定 
gra>r=lal, a€EC*. 
则 oc 是 C* 到 RR' 的 一 个 映射 . 
对 任意 a,BEC* ,由 于 |af8|=|al|p81, 故 
olaB)=|aBl=|al lp|=a(a)o(B), 
这 说 明 是 同 态 映射 . 
每 个 非 零 实数 + 都 是 它 本 身 的 模 | | =r. 所 以 ,o 还 是 满 的 . 
现在 看 Ker(o). 若 ola)=|al=1, 则 a=cos0+isin9. 令 
N=Ker(c)=frEc |r=cosO+isin0}, 
由 群 同 态 基本 定理 得 C* /N 衬 R”. 
同样 办 法 可 得 


CR SN. 
这 样 ,关于 复 平面 非 零 复数 的 乘法 的 讨论 可 以 利落 地 分 成 两 部 分 ， 
一 是 正 实数 乘法 ,一 是 单位 贺 上 之 二 复数 相 乘 . 把 大 问题 化 成 了 比 
较 小 的 问题 . 把 一 个 平面 ( 除 堆 点 外 ) 问 题 化 成 了 一 个 射线 和 一 个 
单位 图 来 讨论 . 

例题 9 证 蛤 :实数 加 法 群 R 到 2 阶 非 奇异 实 矩阵 的 乘法 群 
M2x2《R) 上 的 映射 


{ cosxz sinz 
LE dl 


， rER 


一 Sin 过 cosz 
是 个 同 态 映射 并 求 Ker(o). 
证 明 对 任意 z,yER, 因 为 
eos(z+y) sin(rz+y) 
zty)= ( —sin(z +y) 7) 
-( cosz 机 | cosy 2 
-siny cosy 


一 sinz oosr 
=a(x)'oly), 
故 5 是 及 到 Maxz(R) 的 一 个 同 态 映 射 - 
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对 任意 zER，z 和 所 Ker(ac) 的 充分 必要 条 件 是 
oosr sinry_ 11 0 
con = 小 


好 cosx=1, sinz=D, 即 =28r. 所 以 Ker(a)={2ArlkeEI. 下 
习 题 四 


1. 给 出 对 称 群 & 的 所 有 非 平 凡 的 不 变 子 群 及 相应 的 商 群 . 

2 给 出 克 药 因 内 元 数 群 ( § 2 之 例题 8) 的 上 所 有 非 平 凡 不 变 子 群 及 其 相 
应 的 商 群 . 

3. 证 明 :G= 12"5” 'w,nE1| 在 数 的 乘法 之 下 构成 群 ,而 N = 
:2" i nD 是 G 的 不 变 了 群 ,并 二 给 出 商 群 CAN 的 结构 . 

4".。 给 出 加 烙 TIXI 对 其 了 群 六 = 人 mm 一 六)| mE 由 的 商 群 GAN 的 
结构 (参见 习题 三 之 题 5). 

5 用 2 代表 群 上 的 中 心 . 若 商 群 C1Z 是 循环 群 , 则 G 本 身 必 然 是 
交换 群 . 


$5” 群 的 内 直 积 和 外 直 积 


在 第 二 章 $6 里 ,我 们 可 以 把 任意 两 个 本 来 没有 内 在 关联 的 
群 (G ,A) 和 ( 态 ,。) 硬 性 地 “ 拼 次 "到 一 起 作成 一 个 群 (G x 腾 ,@). 
这 个 群 的 结构 万 如 一 个 松散 的 联邦 ,元 素 运算 按 G 的 运算 和 入 
的 运算 分 别 进行 . 即 ,对 任意 (ae ,z),(p,y)EGx 互 ,有 
(a,r)O( ,yy)= (aAb, roy). 
对 于 G 和 和 吾 的 外 直 积 GOOH, 已 知 这 样 一 些 性 质 ; 
《1 集合 
G’={(g,h)EGXHIh=enl 
是 GOOH 的 一 个 不 变 子 群 , 且 GG. 
(2) 集体 
H={(g,h)EGx HIg=ecl 
也 是 GO 的 一 个 不 变 于 群 ,月 HH. 
(3) CQH= GTH = HG 
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其 中 (3) 意 昧 着 GO 的 每 个 元 家 都 是 G 中 一 个 元 和 五" 中 

一 个 元 的 先 积 .这 是 自然 的 ,因为 对 任意 (g,h)E GH, 有 
(g,h)=(g,en) ec ,h). 

实际 上 ,GOOH 的 元 素 表 成 CG 元 与 入 元 之 积 的 说 示 方 法 是 

唯一 的 .因为 著 某 元 有 两 种 表 法 如 下 
(g1sen) eo ,i)= (gen) Dec, hs), 
则 必 有 (gi ,h1)= (gs, 玉 3). 笛 卡尔 积 中 元 素 相等 的 充分 必要 条 件 
居所 有 分 量 都 相等 , 故 得 
SS hi=h,, 
(gisen)= {gen), (ee,hi)= (eoshs). 

所 以 ,还 有 

(4) ”GOH 的 每 个 元 素 慎 可 唯一 地 表 成 G 与 的 元 素 之 
积 , 

台 和 已 可 能 本 无 内 在 关联 .但 G',H' 却 是 同一 个 群 的 子 群 . 
对 于 这 种 情形 ,有 

定义 1 设 G 是 个 群 ,A 和 8B 是 G 的 子 群 ,是 满足 条 件 

(1 4,8 都 是 G 的 不 变 子 群 ， 

(2) 对 任意 gEG, 痢 有 唯一 确定 的 a€ A 和 6 8B 使得 
8 = 把, 则 说 群 G 是 其 子 群 4 和 子 群 B 的 内 直 积 . 

命题 1 对 任意 群 G 和 末 , 其 外 直 积 GOOH 是 其 子 群 G 和 子 
群 本 的 内 直 积 ,其 中 

G’={(g,h)EGXHIh=en|, 


H'=i(g,h)EGXH|g=ecl. I 
例 1 四 元 群 G=1e,a,5,c| 的 乘法 表 是 
| e a 五 ce 
e 2 a [2 rc 
a a e c 5 
b 5 c 已 a 
¢ | 6 a e 
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它 有 3 个 2 阶 不 变 于 群 K=te,al, 有 H= le,51 和 上 = te,c|, 而 
且 G 是 其 中 任意 两 个 不 同 的 不 变 子 群 的 内 直 积 . 
因为 有 对 称 性 ,我们 只 看 及 条 就 行 了 . 
事实 上 ， 
a=ae, b=eb, c=ab, e=ee, . 
即 G= KH, 而 且 表 法 唯一 . 也 就 是 说 ,K 和 HH 满足 定义 要 求 的 条 
件 ,G 是 K 和 五 的 内 直 积 . 
例 2 设 循环 群 G==《g) 的 阶 数 为 有 ,而且 n= 和 加， 户 和 9 也 
素 , 那 么 G 是 其 子 群 (er) 和 (gg?) 的 内 直 积 . 
这 是 因为 ,由 p,qg 互 素 知 必 有 整数 i,j 使 
ipt+jq=1, 
从 而 对 任 意 g"E GG, 都 有 
2 = "g™, 
其 中 gE lg*), gE《g'). 这 说 明 G 的 元 素 恒 为 一 个 (ge 元 
素 与 一 个 (8) 中 元 素 的 乘积 ， 
设 有 G 的 元 素 写 成 (g*) 与 (g*) 元 素 积 时 有 2 个 表示 方法 ， 
Brg" 和 grg” , 即 


8 (1) 
那么 ,由 于 g 的 阶 数 为 n, 必 有 ni(p(s 一 k)+ g(t 一 4)). 
由 子 == pq, pi(pls 一 上 )), 所 以 
六 | (et 一 站). 
但 是 ,p 和 g 互 素 ,这 就 必然 有 p1(z- .于 是 pg = 能 整除 
q(t -站 ,而 & 的 阶 为 z, 故 


at 一 


g’ 六 


e, pg*=g*. 
辣 理 ,g? = g*. 
这 说 明 (1) 中 元 素 的 2 个 表 法 是 二 样 的 . 
每 个 循环 群 都 是 交换 群 ,交换 群 的 子 群 都 是 不 变 子 群 ,(g》 
和 (g") 都 是 (g 的 不 变 子 群 、 
总 之 ,G 是 《g*) 和 (g*) 的 内 直 积 . 
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对 于 交换 群 , 有 时 将 外 直 积 和 内 直 积 分 别称 为 外 直 和 和 内 直 
和 ,并 用 绷 代 替 的 . 

例 3 整数 加 法 群 (I, + ) 不 是 它 的 两 个 非 平凡 子 群 的 内 直 
和 ， 

设 工 是 子 群 K 和 子 群 瑟 的 内 直 和 .我 们 知道 ,I 的 每 个 子 群 
都 是 由 一 个 元 素 生 成 的 . 设 

K=(m), H={n) 

且 区,n 都 不 等 于 0. 

G 之 每 个 元 可 由 (m2 和 (nn) 元 素 兰 示 出 来 , 设 有 整数 s 和 
使 得 


l=sm+ tn, sm€Em), inEln). 
那么 ,必然 还 有 - 
l=(stn)mt(t—m)n, (stn)m€E(m), (1—m)n€Etn). 


由 于 m,n 均 不 为 0, 故 
s+AFs, t— mt, 
这 说 明 工 的 元 素 1 有 丙种 不 同 的 表 法 . 
下 面 给 出 一 些 判别 群 为 其 子 群 之 内 直 积 的 方法 . 
命题 2 设 G 是 个 群 ,4A, 日 是 它 的 不 变 子 群 .那么 , G 为 
有 ,BB 之 肉 直 积 的 充分 必要 条 件 是 G = 4B, 且 G 之 人 恒 等 元 e 写成 
让 元 和 B 元 之 积 时 表 法 唯一 . 
证 明 如 果 G 是 A 和 B 的 内 直 积 , 据 定义 1, 它 满足 条 件 1 
和 2°, 它 的 任意 元 g 表 成 
g=ab, aEA, bEB 
时 , 表 法 唯一 ,特别 地 ,e 表 成 A 元 与 B 元 之 积 时 表 法 唯一 . 
反 过 来 ,车 G= AB, 则 G 之 每 元 g 均 有 
g=ab, aE€A, pEB, (2) 
我 们 要 证 明 , 只 要 。 的 表 法 唯一 , 则 任意 元 g 的 家 法 必 唯 一 . 
设 还 有 cEA, adEB 使 5= cd, 于 是 
a6 一 cd， 
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ea'i(cd)b ‘=(a lc)(db ). (3) 
由 于 AA,B 均 为 G 之 子 群 , 故 
a cEA, db 'EB. 
这 就 导致 。 有 两 种 表示 方法 ,(3) 利 
e=e，eEA,eEB. 
由 e 表 法 唯一 的 假定 ,推出 


a c=e, db !=e, 
也 就 是 a=c, d=5. 所 以 ,上 面 给 出 的 g 的 两 种 表 法 实际 上 是 相 
所 的 . 
G 为 4,B 的 内 直 积 . LE 


命题 3 设 G 足 个 群 ,A,B 是 它 的 不 变 子 群 .那么 G 是 A 与 
B 的 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 G= AB, 且 ANB= |el. 

证 明 ”与 命题 1 比较 ,我们 只 要 证 明 , 在 A 和 8 均 为 不 变 子 
群 , 匡 G=AB 的 前 提 下 ， 

ANMB= |e! 
与 e 的 表 法 唯一 是 等 价 的 . 
事实 上 , 若 有 gE A 门 日 ，g 尖 ce 那么 
e=ee=gg ', gEA,g'EB 

就 是 两 种 不 同 的 表 法 . 

反之 , 若 。 还 有 除 e= ee 外 的 另 一 种 不 同 表 法 , 设 

e=gh, gEA, hEB, : 
其 中 g 和 A 至 少 有 一 个 不 等 于 e( 实 际 上 ,有 一 个 不 等 于 e, 则 另 
个 元 素 亦 必 不 等 于 e) ,不 妨 设 g 隆 e, 于 是 有 
8 = 皮 ， 

由 EB 知 g 'E6. 但 B 为 子 群 , 故 g€EB, gE€EANB, 而 且 g 关 
2, 所 以 ,ANnBlel. 1 

定理 1 设 G 是 个 群 ,4A 和 8B 是 G 的 子 群 ,那么 ,G 为 A 与 B 
的 内 直 积 的 充 要 条 件 是 

1” 对 任意 aEA, 5EB 都 有 ab= ba; 
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2” 对 每 个 g€G, 都 有 uE€A, bEB 使 8=ab, 而 且 表 法 唯 
”证 明 “对照 内 直 积 的 定义 我 们 只 要 证 明 , 当 4, 是 群 G 的 
子 群 且 满 足 条 件 2" 时 ,条 件 1 与 A,B 是 G 的 不 变 子 群 等 价 . 
如 果 4 和 8B 满足 1" ,那么 ,对 任意 gE€G, 任 意 zE A, 设 
8=ab, 4€A,bEB( 条 件 2"), 就 有 


B28 
=abrbh a! (g=ab) 
=a(t ae 《4 中 元 与 B 中 元 可 换 ) 
=axra ! (Bb!=e) 
EA. (a, 工 均 在 4 中 ) 


从 而 证 明了 4 是 G 的 不 变 子 群 . 
同 理 ,B8 也 是 G 的 不 变 子 群 . 
由 定义 工 即 知 G 是 A 和 B 的 内 直 积 . 
反 过 来 , 如果 C 是 其 子 群 A 和 上 BB 的 内 直 积 ,那么 ,对 任意 
aEA, 5EB, 都 有 
(aba )5 aaa pb!). (4) 
由 于 B 是 G 的 不 变 子 群 , 故 aba ! 毛 B, 从 而 
(aia 6 EB. 
由 于 A 是 局 的 不 变 子 群 , 故 ba-!'6-!E A ,进而 
a(ba 6 ')EA. 
这 说 明 aba 'b 1E€ A 门 B. 据 命题 2,A 门 B=fej. 所 以 ， 
aba 6 l=e, ab=ba. 
也 就 是 说 G 为 A,B 之 内 直 积 曹 涵 着 满足 条 件 1" 和 2*.， 1 
例题 1 设 群 G 是 其 子 群 A,B 的 内 直 积 , 且 
C={z€EG|zg=pgx 对 所 有 gEG}， 
D=1yE€A|ya=ay 对 所 有 a€ 有 Aj， 
E=|z€ Blz»= bz 对 所 有 bE B}. 
那么 ,C 是 D 和 已 的 内 直 积 . 
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证 明 万 是 4 的 子 群 ,从 而 也 是 G 的 子 群 .同样 ,已 是 G 的 
子 群 . 

车 y€E, 则 对 任意 gEG, g=ab (G 蚌 A 和 B 的 内 直 积 )， 
aEA, bEB 有 


ylap) 
= (ya)p 《结合 律 ) 
=(ay)5 (yED,eEA) 
一 (a5)y， (定理 1, a6 = 5a) 
内 而 wEC. 所 以 ,D 是 C 的 对 群 ， 
园 理 ,已 是 C 的 子 群 . 


对 任意 zxEC, 由 于 CSG，G 是 A,B 3 的 内 直 积 ， 作 有 
A,vEB 使 


T= MD- {5) 

对 任意 a€AA, 有 

ar= xa, 

ao = wva ， (G 是 A,B 内 直 积 (5)) 

a = wav, {定理 1,A 元 与 B 元 可 换 ) 

Au = ua. ( 群 中 消去 律 》 
这 说 明 w ED， 

同 理 v€E. 


所 以 ,C 中 元 恒 可 写成 吕 元 与 五 元 之 积 , 其 表 法 自然 是 唯一 的 ， 
因为 C 元 写成 和 元 与 B 元 之 积 时 表 法 唯一 ,而 DEA, ECB. 1 

现在 ,我 们 来 研究 内 直 积 概念 和 外 直 积 概念 的 关系 . 

本 节 开 初 叙 述 的 事实 , 乃 是 说 ,任意 两 个 姑 G 和 五 恒 可 做 一 
外 直 积 GO@H,GO@H 愉 为 其 于 群 G' 和 昌 ' 的 内 直 积 , 且 

G2G, HEH. 

这 说 是 命题 1. 

间 时 , 反 过 来 ,还 有 

命题 4 若 群 G 是 其 于 群 A,B 的 内 直 积 , 则 G 之 A@B. 
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证 明 ”建立 A,B 的 外 直 积 4 扣 B 到 G 的 映射 ,对 任意 
(a bEAXB,S pl(a,6))= ab. 

9 是 单 射 .因为 车 有 a,n A, 5,5b' EB 使 

o((a ,bp ))= g(a,b)) 

即 ab=a%', 那 么 ,由 于 GG 是 A,B 的 内 直 积 , 据 表 法 唯一 性 , 必 有 
a=a’, b=b’ ,h(a’,b’)= (a,6). . 

9 是 满 射 .因为 对 任意 gE€ 0G, 必 有 aEA 和 5E B 使 得 g= 
ab (G 是 A,B 内 直 积 ), 昌 g= gl((a,6)), (a,6)E AXB. 

还 是 个 同 态 映射 .对 任意 (a ,5),(a’,b )EAXB 都 有 


9p((a,b)O( a’ ,2 )) 
=p((aa’ ,的 《外 直 积 元 素 乘 法 ) 
= (aa’)(80’) 《9 的 定义 》 
=(ab) ab’) 《A 元 与 B 元 可 换 ) 
=g((a,6)) gl(a ,5 )). 《9 的 定义 ) 
所 以 ,4 的 BCG， 1 


由 于 同 构 的 群 的 代数 结构 完全 一 样 ,有 些 书 上 对 内 直 积 和 四 
直 积 不 加 区 别 ,一律 简单 记 成 A x B 的 样子 ,把 同 构 符 号 索性 写 
成 相等 ,这 常常 引起 初学 者 的 迷惑 .大 家 遇 到 这 类 避 题 时 要 首先 区 
别 内 外 ,再 用 命题 1 和 命题 4 作 精 确 同 构 性 解释 . 

$2 末 例 题 中 ,任意 群 G 中 形 如 

qibiar Bilanbsas ba, 2 

构成 的 不 变 于 群 X( 称 为 G 的 换 位 子 群 ) .我 们 介绍 如 下 的 习题 ， 
试 分 析 之 . 

例题 2 直 积 AX 8B 的 换 位 子 属 等 于 和 A,B 的 换 位 子 群 的 直 
积 . 

证 法 1 设 群 G 是 其 子 群 A,B 的 内 直 积 .用 X, 了 ,DZ 分 别 代 
表 G,A4,B 的 换 位 子 群 .因为 A,B 是 G 的 子 群 ,Z 和 YY 的 元 素 也 
是 让 中 的 元 素 ,所 以 Y 和 2Z 是 X 的 子 群 . 

由 于 有 A 和 B 的 元 素 可 交换 , 当然 Y 各 2Z 的 元 素 亦 可 换 . 
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对 任意 xX, 设 
z=g1h18) hr ee Bohang ha, 
gi gh hh EG; nEL. 

由 于 GG 是 A 和 B 的 内 直 积 , 故 有 

a EA; bb,sdiss ds EB, 
使 得 

gi=arbis es gu arbis hi= cidis ,hs= cd,. 
于 是 ,由 于 A 天 与 BB 元 可 换 ,可 得 

Zlaear er lawns )( bdbr! di! bdrbi dd: ), 

凤 为 了 中 元 与 Z 中 元 的 乘积 . 

剩 下 来 要 证 明 的 是 X 元 表 成 站 元 与 Z 元 的 乘积 时 , 表 法 唯 


因为 G 是 A 和 8B 的 内 直 积 ,X 中 元 作为 G 中 元 表 成 4 元 和 
互 元 之 积 时 , 表 法 唯一 ,而 Y 元 在 A 中 ,Z 元 在 五 中 , 故 X 元 吉成 
Y 元 与 Z 元 之 积 时 , 表 法 叭 - 
这 里 要 注意 , 换 位 子 群 的 元 素 表 成 
Bihigr hi gnhagn hn 
形式 时 表 法 可 能 并 不 唯一 .在 我 们 证 明和 是 Y 和 2Z 的 内 直 积 时 ， 
只 要 求 ,着 
zz 一 yx， 2312 人 了，zlyz2 生 也 
必 有 y+= ys 和 z= zs, 至 于 诸 y 和 x 在 Y 和 和 Z 的 内 部 如 何 表 达 
出 来 ,与 本 题 要 求 无 关 . 
证 法 2 设 A, 上 8 是 群 ,G 是 ,4,8 的 外 直 积 G=A@B. 用 久 ， 
Y,Z 分 别 代表 G,A , 互 的 换 位 子 群 . 
对 任意 gEX, 设 
g={ar be adi) a bi) (esdi) Tota, ,bn) 
cd) a, ,Bb) (cd) 
按 外 直 积 的 乘法 规则 ,有 
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g= {acarler vacar cr! basic bdnb, ds ), 
从 而 g€ Y@9Z. 
反之 ,车 gE YZ, 设 有 a,,cEY, b,d;€EZ 使 
g=(arcar cr tacar es bidibi di lb dba dm )- 
车 加 才 1 不妨 设 m4, 表 令 
dail=bnri=e, 7, d=b,=e, 
把 两 个 分 量 配 成 整齐 的 样子 , 即 
B=(acar ci tarcds cr sbidipr di 
bdob i dn 
按 外 直 积 运算 规则 ,有 
g= abe da bi) ce) (as, br) 
“Cod (ab) (esd,) 
也 就 是 gE€X. 
所 以 ,X= YGZ. 1 
相应 于 多 个 群 的 外 直 积 ,也 有 多 个 子 群 的 内 直 积 概念 . 
定义 2 设 A,,…, A, 都 是 群 G 的 不 变 子 群 , 电 对 任意 
gEG, 都 有 a,©Ai, i-1,2,…,n 使 
有 二 aa2 Qs 
而 且 表 法 叭 一 .那么 ,说 G 是 A1,…,A, 的 内 直 积 . 
类 似 的 ,可 以 把 命题 2 推广 为 
命题 5 设 Al,…,A, 是 G 的 不 变 子 群 .那么 ,G 为 A1,…， 
A, 之 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 G AlA,…A,, 且 G 之 恒 等 元 e 
表示 成 请 A, 元 之 乘积 时 , 表 法 唯一 . 1 
而 把 命题 3 推广 成 
命题 6 设 A,,…,A, 是 G 的 不 变 子 群 .那么 ,G 为 Ai，…， 
4。 之 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 G 二 AlA2… ,A,, 且 对 每 个 i 一 1， 
2,…,n4 恒 有 A NCAA; 1A"A,.)= {el}. 
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证 明 ”与 命题 5 相 比较 ,我 们 要 证 明 的 是 ,在 久 ,，… A, 均 为 
G 的 不 变 子 群 , 且 G = AA:…A。 的 前 提 下 ,e 的 表 法 唯一 与 对 
每 个 i=1,… ,nn， 
AM(GAL A A A )= lel 
等 价 ， 
事 :着 gEA NCALA1A0 "A,), gc. 由 A; 都 
是 G 的 不 变 子 群 ,由 2 例题 ,可 以 看 出 
AA,=AA, 
散 gEANCA, AAA , 设 
B= bbb bt, bEA, 
e=b7 6b hr ebbi, 
其 中 5,'E A,， gE A,,g 关 e ,从 而 得 到 一 个 与 
e ee (6) 


不 同 的 表 法 . 
反之 , 若 G 之 便 等 元 ce 有 如 下 表示 
aga, 
不 同 于 (人 ). 则 必 有 名 , a4 关 e. 于 是 
Qi = Apa anlartl, 
a EAN A A A mA), 
而 诸 A; 都 是 G 的 不 变 子 群 ， 
AAA 
所 以 和 站 (AAA Ab 天 fie 1 
关于 内 直 积 和 外 直 积 的 关系 ,有 
命题 7 设 G 是 其 子 群 A,,…,A, 的 内 直 积 . 则 G 同 构 于 
A1,…,A, 的 外 直 积 AQ CA，. 
设 五 ，… ,HH, 是 群 ,那么 ,外 直 积 
CG= 卫 他 … 四 于 
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是 它 的 子 群 五 | ,于 的 内 直 积 ,FI 有 9， 了 四 
例题 3 若 G 是 Ai，…A。 的 内 直 积 , 则 CA A2…A。 
证 明 对 任意 gEG, 伍 有 aiEA，i=1…a 合 

Eada Ga 

且 表 法 唯一 .也 就 是 说 ,a ,as,…,a, 都 是 由 g 唯一 确定 的 ,乘积 

aa…ey 也 是 由 8g 唯一 确定 的 . 

现 规 定 G 到 A:…A, 的 映射 上 ，7(g) = ez…ay ,可 以 汤 言 f 

是 满 同 态 映射 . 
首先 ,车 g ,有 EG， 

Baa GEA hobbs bEA,, 
那么 ,由 于 G 是 诸 A; 的 直 积 ,A, 的 元 素 与 A; 的 元 素 可 换 , 故 
Bh=(aibi)(ab, ). 
由 于 表 法 唯一 ,a2b，…a,b 基 gh 唯一 确定 的 ,从 而 
Fgh)= abd) abs) = Caan barnsb,)= fg) FR), 

了 为 同 态 上 映射 

对 任意 EAs…A,, 设 r=d…d, ,iE 4,, 那 么 
fleda*d,)= da "ds = x, 

从 而 是 满 的 . 

最 后 ,计算 f 的 核 .车 f(g)=e, 设 g=aya,…a。, 即 应 有 
f(g)=asan = e. 

由 表 法 唯一 往 , 必 有 4 一 e,…,a, =e. 也 就 是 g=alEA. 
反 过 来 ,对 任意 ciE 4 ,由 at= aie…2 知道 

flal)=e, urERerlf). 

所 以 ,Ker(f)=Al. 

由 群 同 态 基本 定理 得 G/A 1 守 A,…A,. 
由 于 本 节 是 选修 的 ,所 以 ,我 们 再 做 几 个 简单 例题 ,而 不 给 读 

者 留 习 题 . . 
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例题 4 《参见 习题 四 之 题 3) 设 

G=12"5" [maE 了 ，N= (2°[n€EH, K=!{5"|mEl. 
证 明 :G 是 N 和 K 的 内 直 积 . 

证 明 G 是 交换 群 ,N 和 K 都 是 其 子 群 .自然 地 是 G 的 不 变 
子 群 . 

任 取 2"5” EG, 则 恒 有 2"*5” ENK. 

同时 , 若 有 天 LET 使 闪 5: =1, 我 们 分 情况 讨论 ,把 这 个 等 式 
写成 


2*5'=1, 当 上 0, 1 之 0 时 ， 
2:=5 '， 当 20, 1&0 时 ， 
2 =5， 当 k<0, :0 时 ， 
2 5 1， 当 k<0, 1&0 时 . 
由 于 2 和 5 都 是 素数 ,由 整数 分 解 的 唯一 性 定理 责 推 出 ,无 论 哪 种 
情形 , 均 有 =0, 1 =0. 也 就 是 说 ,G 中 的 恒 等 元 1 表 成 N 中 元 
与 K 中 元 之 乘积 时 表 法 唯一 . 
所 以 ,G 十 NN 和 并 的 内 直 积 . 1 
例题 5( 参 看 上 节 之 例题 8) 用 C* 代 表 所 有 非 零 复 数 梅 成 的 
乘法 鲜 ,R+ 代表 正 实数 乘法 群 ,N 代表 所 有 模 等 于 1 的 复数 构成 
的 C* 的 子 群 .证 明 :C* 是 R! 和 NN 的 直 积 . 
证 明 任 取 a€C*, a 可 表 成 
a=|al(cos0 +t+isin0), 0<0<2r, 
其 中 a 的 模 |aji 是 正 实数 ,cos8+ising 模 为 1, 也 就 是 
lal€ER', cosb+isingEN. 
而 且 , 由 于 a 关 0, a 的 模 |a | 和 和 角 8, 0 所 9<2r 都 是 由 a 唯一 移 
定 的 . i 


小 结 


本 章 的 中 心 内 容 是 离 群 概念 和 群 同 态 基本 定理 .为 了 学 好 这 
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些 东 西 ,我 们 己 经 做 了 大 量 的 准备 和 铺垫 ,把 “ 商 " 的 思想 逐步 渗透 
给 各 位 读者 . 

如 果 到 现在 为 止 ,你 对 “ 商 群 "仍然 觉得 不 其 了 之 (不 是 个 别 例 
子 看 不 懂 ). 甚至 ,对 于 某 些 商 妖 的 具体 元 素 说 不 清楚 .那么 ,你 就 
不 要 只 在 $4 守 圈 子 了 . 应 该 把 前 面 整个 这 一 阶段 的 学 习 总 结 一 
下 了 . 

建议 你 的 复习 按 下 列 步骤 进行 . 

1. 重新 学 习 第 一 章 83, 淹 清 等 价 关系 与 分 类 问题 的 对 应 ， 
分 类 决定 商 集 , 商 集中 元 素 如 何 表示 或 描述 . 

要 彻底 弄 懂 该 节 例 11 说 明 的 问题 . 

例 12 中 的 工 , 的 元 素 [0],…,[n 一 1] 究 竞 代 表 了 那些 集合 ， 
具体 地 写 出 几 个 来 ,比如 Ls .La Las. 

2. 重新 学 习 第 一 章 $86, 明 确 运 算 的 定义 与 含义 . 非 空 集合 
SS 上 的 运算 乃 是 SxS 到 S 的 一 个 映射 ,给 定 ,ES 要 有 唯一 
确定 的 元 素 a5b 与 之 对 应 . 

这 个 “唯一 确定 "性 在 后 面 讨论 商 集 上 的 运算 时 至 关 重 要 , 它 
迫使 我 们 规定 商 集 上 的 运算 时 必须 先 证 明 “ 与 代表 元 无 关 "等 等 ， 
即 定义 的 合理 性 - 

特别 地 ,对 于 例 9 之 工 ,的 元 素 形式 及 其 上 加 法 和 乘法 运算 变 
也 如 指 掌 . 

3. 复习 第 二 章 §1 和 $2, 群 及 其 于 群 .只 看 定义 、 例 子 , 那 
些 等 价 定义 的 推理 证 明 可 以 跳 过 去 . 

4. 琢磨 一 下 第 二 章 $ 4 命题 5 和 命题 6 中 给 出 的 群 (I, 田 ). 
那 是 我 们 利用 第 二 章 一 大 段 内 容 比较 容易 接受 . 新 概念 较 少 ,有 意 
播 进来 的 一 个 “ 商 群 "的 例子 , 关于 定义 合理 性 的 议论 绝 非 闲话 . 

5、 复习 第 二 章 $ 5 关于 左 , 右 障 集 与 左右 关系 的 内 容 . 有 了 
等 价 关系 就 有 了 分 类 ,有 了 分 类 就 有 相应 的 商 集 .但 群 G 对 任意 
子 群 刀 的 所 有 左 陪 集 的 集合 能 用 G 的 运算 定义 成 群 吗 ? 不 能 , 关 
键 是 定义 的 合理 性 问题 . 
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6、 再 学 第 三 章 2, 引 人 不 变 子 群 概念 . 若 N 是 G 的 不 变 
子 群 ,GJN 是 G 对 NN 的 所 有 左 陪 集 (也 是 右 陪 集 ) 构 成 的 集合 ， 
定 

aN #6N =abN 
就 有 意义 了 . 

7. 对 于 第 三 章 84 给 出 的 所 有 的 商 群 的 例子 进行 “加 细 ”， 
把 每 个 群 的 元 素 尽 量 写 得 战 多 越 细 越 好 . 如 果 自 己 能 举 些 例子 则 
更 好 . 

这 样 单线 串 起 来 回顾 一 下 ,关于 商 群 内 容 的 学 习 会 加 深 一 步 
的 . 

关于 群 的 同 态 , 我 们 已 经 看 到 , 间 态 核 有 举足轻重 的 作用 . 所 
以 ,一 旦 疯 到 群 G 到 群 万 同 仿 映射 了 ,首先 要 讨论 Ker(F ,然后 看 
子 的 像 Ing(.), 最 后 用 同 态 基本 定理 即 得 ” 

GINasImg(/), N= Ker(/). 
当 Ker(/)=N 和 Img( 了 ) 的 结构 清楚 了 ,G 的 结构 也 就 相当 清楚 了 . 

种 种 要 证 明 两 群 同 构 的 问题 最 终 都 得 把 这 个 基本 定理 用 上 
去 ,要 想 学 过 有 关内 容 只 能 多 实践 (多 做 习题 ) 多 观察 (看 书 ). 


复 习 题 


1 ， 设 盯 ,K 都 是 寿 G 的 子 群 , 莫 盯 是 G 的 不 变 子 群 .证明 : HK 是 
下 的 不 案子 群 ， 

2"， 设 及 是 G 的 子 群 ,对 每 个 zE G 得 一 子 群 H, = {rhr™!ih 区 日 }. 
作 它们 的 交集 QH = KK. 证明:K 是 G 的 一 个 不 变 子 群 . 

3， 设 末 是 G 的 子 群 .证 明 : N= {xr& GIHz=xH| 是 G 的 子 群 ,而 且 
及 是 N 的 不 变 子 群 . 

4. 条 件 如 上 题 , 令 C= 1yE G1hy== 污 , 对 每 个 hE 和 妥 ) ,证 明 :C 是 N 
的 不 变 子 群 ， 

5 问 群 (fa ~ fj ) 的 子 群 瑞 = 1" ,5” ,8 ,12* | 与 群 (1 一 10* |,*) 
的 子 群 K=f1" ,5* 7” ,1E" | 能 建立 同 构 映 射 吗 ? 

656. 令 
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0 -10 01 0 0 9 
00 00 0 1 
lo 0 中 0 中 

0 0 1 0 0 -1 0 0 

00 0 -1 
oo -1 ,| 
#7lo 1 0 0 | 

Lo 0 ol 


而 。 代表 4 阶 单位 矩阵 .证 明 :++e, 士 ,上 ji, 上 &| 在 矩阵 博 法 之 下 构成 的 群 
G 同 构 于 第 二 章 $2 题 之 是 7 中 给 出 的 8 个 复 2 阶 短 阵 构 万 的 乘法 属 
(它们 都 可 以 称 为 四 元 数 群 ) 

7， 设 G 是 个 有 限 群 ,fF 是 G 的 自 同 构 ,同时 , 沼 而 且 识 当 +=e 时 ,有 
ArJ= 证 明 : 上 映射 rizr 一 fl 1), xEG 是 G 上 的 可 履 变换 . 

8.、 看 所 有 实 的 2 阶 和 矩阵 构成 的 集合 M;(R) 的 于 集 


wb 
2- | (2 2) 
证 明 :G 在 矩阵 加 法 之 下 构成 的 群 (G, + ) 同 构 于 所 有 复数 构成 的 加 法 群 
LC,+). 再 证 明 ; G 中 所 有 非 零 矩 阵 的 集合 G* 在 给 阵 乘法 之 下 构成 的 群 
(G* ,*) 同 构 于 所 有 非 零 复数 的 集合 C* 在 数 的 乘法 之 下 构成 的 群 (C* ，)- 
9， 设 G 是 个 交换 群 ,” 是 个 固定 的 正 整数 ,e 是 G 到 G 的 映射 
Git, xEO. 
证 明 :o 是 群 同 态 ,并 给 出 Ker(c). 
10， 设 G 是 所 有 形 始 


a 5 
( )， aa 天 0， ci 关 0 
d 


ee 


0 
的 实 的 2 阶 和 矩阵 构成 的 乘法 群 .K 是 所 有 形 如 
1 8 
6 路 20 


的 实 2 阶 矩 阵 构 成 的 冬 法 群 .证 明 :K 是 G 的 不 变 子 群 ,给 出 商 群 GIK . 
11" ， 设 (Q,+ ) 是 有 理 数 加 解 ,CI, + ) 是 整数 加 解 . 求 出 商 群 QIT 中 所 
有 周期 有 限 的 元 素 . 
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第 四 章 环 与 理想 


前 两 章 讨论 的 群 是 个 仅 有 - -个 二 元 运算 的 代数 系统 .本 书 的 
后 儿童 将 要 学 习 同 时 具有 丙种 二 元 运算 的 代数 系统 

当然 ,一 个 集合 上 的 两 种 二 元 运算 各 有 各 的 规律 ,这 就 需要 读 
者 普 先 掌 握 好 有 一 种 二 元 运算 的 系统 的 研究 方法 ,特别 是 群 论 方 
法 . 

同时 ,一 个 集合 上 的 两 种 二 元 运算 配合 在 一 起 形成 一 个 整体 ， 
就 需要 密切 注意 这 两 种 运算 的 联系 ,而 不 是 讨论 那 类 两 种 二 元 运 
算 * 不 措 边 "的 各 自 独立 无 关系 统 . 

近世 代数 学 中 常见 的 有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 有 结合 环 、 
Lie 环 ,Jordan 环 \. 格 和 Boole 代数 ,等 等 ,其 中 结合 环 背 景 最 为 广 
泛 , 研 究 的 历史 最 长 ,已 成 为 近世 代数 学 的 最 基本 的 学 习 内 容 之 


8$1 环 的 定义 


定义 1 设 集合 RR 上 有 两 种 二 元 运算 ,一 个 叫 加 法 , 记 为 + 
一 个 叫 乘 法 , 记 为 , 且 
(1) (RR, + ) 是 个 交换 群 ; 
(2) 乘法 ,在 R 上 是 结合 的 ; 
{3) ”对 任意 a,6,cER, 都 有 
a(B+tce)=abtarc, (bte)a=brate'a 
则 说 (RR, + ,*) 是 个 结合 环 , 简 单 地 ,说 它 是 个 环 . 
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在 不 致 引起 混 旅 的 情形 下 ,也 可 说 R 是 个 环 , 把 a5 写成 a6 
而 省 去 乘 号 .定义 中 的 (3) 通 常 称 为 分 配 律 , 环 中 运算 ,在 无 括号 
时 ,如 同 数 ~- 样 ,仍然 是 先 乘 后 加 
例 1 整数 集 工 在 通常 数 的 加 法 、 数 的 乘法 之 下 是 个 环 . 
有 理 数 集 、 实 数 集 ` 复 数 集 、 偶 数 集 在 相应 的 运算 之 下 , 亦 分 别 
是 个 环 . 
例 2 设 
F=1/i/:R>R!. 
即 , 玉 足 民 到 上 的 所 有 映射 的 集合 ,也 就 是 定义 在 (一 ce, + ce) 上 
所 有 实 函 数 的 集合 .规定 ,对 任意 / ,gE 下 ， 
fHg:r>f(r)tgtr)y, rzER, 
fOg:r-rflr)e(tr), rER, 
则 (F, 间 ,) 是 个 环 . 
首先 ,由 第 二 章 习 题 一 之 题 5 知道 (下 , # ) 是 个 交换 群 . 
其 次 ,要 证 明 铝 运算 满足 结合 律 ,也 就 是 要 证 明 , 对 任意 f,g， 
hEF, 有 
(fOg)Oh= fO(gOR). 
而 要 证 明 上 面 这 样 一 个 映射 的 等 式 , 据 映射 相等 的 定义 ,我 们 必须 
面 且 只 需 证 明 , 等 式 两 端的 两 个 映射 对 RR 的 每 个 实数 = 作用 相 
同 . 事 实 上 ,对 任意 =E R, 我 们 有 
[(fOg)ORI(z) 
=(fOg) (rr) 运算 巴 的 定义 ) 
一 (CCzr)g(z))5(z) (运算 包 的 定义 ) 
= 六 reg(z)ACz)] (实数 乘法 结合 律 ) 
三 /(z)[(gh)(z)] (运算 名 的 定义 》 
={[fO(gOR) Cr). 《运算 外 的 定义 ) 
所 以 ,(JOsg)GOP= FoO(gG@An)， 
最 后 ,验证 # 和 外 满 足 分 配 律 ,对 任意 g,A, FEE 及 任意 x 
R, 有 
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[(g#h)OFI(r) 
=(g#h)( zr) f(r) (运算 加 的 定义 》 
=[g(Cz)+ 下 (rz)]A(Cz) 《运算 # 的 定义 ) 
=g(zx)f(r)+h(x)f(z) (实数 加 乘 适合 分 配 律 ) 
= (gO 站 (z)+(hO/)(x) (运算 外 的 定义 ) 
=[(g 有 并 (有 (x)，( 运 算 吕 的 定义 》 
所 以 ,(g# 有 A)f=(g 昌 站)##( 有 有 ). 同 理 可 证 ， 
fO(g#h)= (fg8) HfOR). 
例 3 设 如 是 个 正 整 数 ， 
开本 
在 第 一 章 $6 我 们 已 经 定义 了 上 上 的 加 法 和 乘法 , 在 第 二 章 中 ， 
证 明了 (I ,+ ) 是 个 加 法 群 . 

现 证 L 上 乘法 满足 结合 律 ( 先 复习 一 下 第 一 章 $6 之 例题 
2). 任 取 i ,j,k&" EL, 设 i" Xj"=1" ,4" Xk' 二 =m", 即 有 整 
数 z,y 使 得 

iXj=xnti, OSl<n; LXk=m+m, Dm<n. 
同时 又 设 jj" Xk' 二 s ,i" Xs" =+', 即 有 整数 ,wv 使 得 

jXkE=unts, Os<Cn; iXs=urtt, Ot<n. 
那么 ,由 于 
iX(jXR)=ian lis=iund wntt, 
(ixXj) XE=krnt ki= kint ytm, 
而 0<m,t<n, 据 第 一 章 §6 引 理 知 ,m=z% 进 而 知 m2' =:* ,也 就 是 
{i Xj XR’ =71° x(j’ xk"). 
再 证 I。 土 加 法 和 乘法 适合 分 配 律 . 任 取 27 ,j" ,&" EL , 设 
7 +h = , {Xi =m’, 
即 有 整数 * ,* 使 得 
jthk=nsti, Ol<n; fi=nttm, Om<n. 
再 设 j" Xi” =p* ,上 "Xi* =g' , 即 有 整数 
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xi 一方 Op<n; kXi=mtg, O09<n. 

于 是 ,由 整数 的 分 配 律 成 立 , 即 (j + 此 )i 二 及 + 生得 到 
GtkR)i=nitnt tm, OSm<n, 
Ri+hi=nrtnyt+ptgq. 

认 而 必 有 整数 使 
pt+q=wnt m, OSm<n; 
即 p"+g”=m" ,也 就 是 
《人 
另 一 侧 分 配 律 不 证 自明 . 
例 4 设 0 是 加 法 群 (G, +) 的 零 元 素 .规定 G 上 的 二 元 运算 
* ,使 任意 a,5EG 恒 对 应 0, 即 
a x*=0， 对 生意 a,b€G. 
那么 ,(G ,+ ,* ) 是 个 环 . 
例 5 由 于 4 阶 对 称 群 $5, 的 子 群 
R= ie,(l 2),(3 4),(1 2)(3 4)} 
是 个 交换 群 ,我 们 把 。 记 为 0, 把 (1 2),(3 4) 和 (1 2)(3 4) 分 别 记 
为 e,6,c, 于 是 其 运算 表 是 


提 0 « b c 
0 0 & b c 
a a 0 < 已 
b 6 c 0 a 
c¢ ce 所 a 0 


再 定义 R 上 一 个 二 元 运算 * , 它 的 运算 表 是 


mR ol* 
ooolo 
SS Op 
oooolr 
nmh olo 
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首先 ,对 任意 x,y€E R, 有 
(zxey)x0=zsx(yx0)=0”，(0 右 乘 任何 元 均 得 0) 
(TyI#b= rT (y*D), {5 右 乘 任何 元 亦 得 0) 
(rx y)*a=r# y=rY(y*a), (a 右 滋 任 何 元 均 不 变 该 元 ) 
(rz*y)*e=r*(yx*e). 《ce 右 取 任何 元 亦 不 变 该 元 ) 
这 说 明 , 对 任意 x,y,zER 和 恒 有 
(Ty) r= rx (yo). 
即 * 满足 结合 律 . 
又 ,对 任意 z,yER， 


(x#y)*0= (rx*0)# (yx*0), (0 右 乘 任何 元 得 0) 
(zx#y) x b= (cb) (yb), (6 右 洋 任 税 元 得 0) 
(zy)*a=z#y=(x x a) 间 (yx*4a), (ea 右 乘 不 变 该 元 
{rH#y) x*c= (rx*c)H# ly *e). (< 右 乘 不 变 该 元 ) 


再 则 ,对 任意 z,y,zE 民 ,只 要 其 中 之 一 为 0, 则 必 有 
TyH#e)=(r*y)H# (re). 
同时 ,车 y=z, 亦 必 有 x *(y#y)=0= (zxy)#(x*y). 
取 xz=&, y 隆 z, 很 容易 看 出 ,只 剩 如 下 3 种 情形 需要 验证 ， 
注意 乘法 表 和 加 法 表 , 有 
ax{a#b)=axc=a=a#0=(a*a)H# (a *), 
ax#(a#c)=ax*b=0=(a*a)#(a*c), 
ax(b#c)=a*a=a=(a*b)#{a* ce). 
取 y=5,c 又 各 有 3 种 情形 需要 验证 ,而 道理 是 完全 一 样 的 . 所 
以 ,对 任意 x,y,zER, 有 zx (yz)= (x xy)# (rx 2). 
总 之 ,(R, 宁 ,* ) 满 足 乘法 * 结合 律 和 乘法 与 加 法 的 分 配 律 ， 
它 是 个 环 . 
遇 到 类 似 的 代数 系统 时 ,验算 各 种 算 律 一 定 要 细心 , 既 要 简明 
又 不 可 汗 掉 任意 一 个 性 形 . 
例 6 设 Mx, 代 表 所 有 实 的 n 阶 方 阵 的 集合 .在 通常 的 矩阵 
加 法 + 和 乘法 ' 之 下 , 即 
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(a)+t(6)= C0 th), (和 (的 )=(c)， 


其 中 cy = wa 机 ,那么 (Ms +，,) 是 个 环 . 


Ga 
这 是 环 理论 中 最 重要 的 一 种 类 型 的 环 . 
例题 1 设 (G,+) 是 个 交换 群 ,用 已 代 表 所 有 G 到 G 的 同 
态 映 射 的 集合 . 规定 ,对 任意 crEGE， 
GHrir-rolr)t rr), rEG, 
gtirro(rt(7z)), rEG, 
则 得 到 天上 两 个 运算 # 和 。. 广 明 :( 忆 , 提 ,*) 是 个 环 . 
证 明 若 c,rEF, 即 ec 和 rz 都 是 G 到 G 的 同 态 映 射 ,那么 复 
合 映 射 c*r 亦 为 G 到 G 的 同 态 映射 ,og* rEE. 
要 验证 上 面 确定 的 G 到 G 的 肌 射 c# z 是 个 同 态 映 射 ,我 们 
任 取 zyE G, 必 有 
(o#7r)(r+y) 
=o(rty) +r(rt+y) 《 提 的 定义 ) 
=o(x) to(y) +t rlr) + rly) (a 和 + 是 同 态 ) 
=olr)tr(r)to(y)+r(y) (GG 之 加 法 可 换 ) 
={o#r)(r)+(o#r)(y). 《 间 的 定义 ) 
所 以 ,c# 是 个 同 态 映射 ,a 和 rE E. # 蚌 忆 上 的 运算 . 
不 难 证 明 井 满足 交换 律 和 结合 律 , 零 同 态 0* 是 EE 的 加 法 零 
元 素 ,对 任意 EE， 
-or a(r), rEG 


是 o 的 负 元 ,从 而 (EE,#) 是 个 交换 群 .， 


映射 复合 "满足 结合 律 . 

任 取 o,r,pEEE 及 rEG, 有 

[(c 井 rz)*pj(z) 
= (og#r)[p(x)) 《复合 的 定义 ) 
=afp(z)) + rlp(r)) ( 井 的 定义 ) 


= (op)(r)+t (rp)(r) 《° 的 定义 ) 
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=[(oep)#(r*po)](z). 〔〈## 的 定义 ) 
所 以 ,(c#Fr)*p=(asp) 井 (rp) 


另 一 方面 ， 
(pr°(o#r))(r) 
=pl(o#r)(r)) (的 定义 ) 
=plo(r) +r(r)) (并 的 定义 ) 


=efe(z)]+efr(z)] (p 是 同 态 映射 》 
=(o"c)(z)+(ocr)(z) (* 的 定义 ) 
==[(p*o)#(p*r)](x).、 【〈 提 的 定义 ) 
所 以 ,ps(s#T)= (pra)#(p°r). 1 
这 里 ,应 该 注意 到 ,该 是 证 明 两 个 分 配 律 时 用 到 的 理由 不 尽 相 
;后 边 的 用 到 了 映射 p 的 同 态 性 ,而 前 者 只 用 到 # 和 "的 定义 . 
个 例子 告诉 我 们 ,在 环 的 定义 的 公理 中 ,两 个 分 配 律 是 独立 的 . 
不 是 在 任何 体系 中 ,只 变 证 朗 了 它 满足 一 侧 的 分 瑟 律 则 另 -- 侧 
配 律 必 同 理 可 证 . 
例题 2 设 (G, +) 是 个 加 法 群 ,用 下 代表 所 有 G 到 G 的 映 
射 的 集合 .规定 ,对 意 o ,rE 下， 
gH#rirrolr)t rr), rEG, 
grirra(r(r)), xEG. 
则 # 和 。 都 是 开 上 的 二 元 运算 , 问 ,( 下 , #,*) 是 个 环 吗 ? 
分 析 对 任意 oa,rEF, cz 闪 rz 和 oer 都 是 确定 的 CG 到 的 
映射 , 妈 oz 间 tEF, oerE 下 ,从 而 划 和 * 是 下 的 运算 . 
仔细 验证 ,不 难 发 现 ,(F, #) 是 个 加 法 群 , 运 算是 可 结合 的 、 
问题 出 在 分 配 律 上 .为 此 ,只 需 举 一 反 例 即 可 . 
证 明 设 G=b=10,1*}, ao(0')=1’, ol(1’)=1". 于 


冰冰 旗本 


是 
[eelo#o)(1’)=1", (Coo)#(ae0))](1")=0°. 
从 而 # 和。 不 满足 分 配 律 . 1 
例题 3 设 S 是 个 集合 ,R 是 S 的 了 及 有 子 集 构成 的 集合 . 规 
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定 , 任 意 A,BSS， 
A#B=|zES| rEAUBErEANB}, 
A'B=IzE S| rEANB!. 

计 明 :(R,，") 是 个 环 。 


图 4 一 1 

证 阴 上 图 之 阴影 部 分 已 用 字母 标 出 ,A 间 也 乃 是 4UB 去 
掉 4 门 B 而 成 ， 

首先 , 对 任意 4 ,B,CER. 即 4,B,CSS， 容易 看 出 (A# 
互 )#C 和 人 并 ( 且 井口 ) 相 等 ,如 图 4-2, 它 们 都 是 回 中 之 阴影 部 
分 . 

其 次 ,对 任意 A 守 S, 都 有 A# 凡 = 有 AA, 册 空 集 作 是 R 的 零 元 
素 . 
再 次 ,对 任意 AER, 即 A 刁 S, 有 入 A= 信 .所 以 A 是 A 
的 负 元 . 

所 以 ,(R, 并 ) 是 个 群 ,而 且 是 可 换 的 . 

进而 ,RR 上 的 交 运 算 , 是 可 结合 的 . 

最 后 ,来 验证 玉 上 # 和 "适合 分 配 律 .对 任意 4,B,CER. 设 
GEA'(B#C), 即 

xzEG4，xzEBUC，xzgBncC. 
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图 4-2 
车 xEB, xz 人 @C, 则 zEANB 但 zANmC, 从 而 
rE(ANB)#IANC)= (A:B)#(A'C); 
车 xEC,x 信 B, 则 xEANC 但 zx 区 A 们 8B, 从 而 亦 有 
xE(ANMNB)#(ANMNCY. MM 
A'(B#CIE(ANB)#(ANC). 
反之 , 设 E(ANNB)##(ANC), 那 么 或 者 xEANB 但 
工区 办 们 C, 或 者 EANC 但 z+ 和 A 们 B. 于 是 必 有 
XEA, rEB, rE&C, 
或 者 
XEA, rEC, rEB, 
也 就 是 xzEAN(B#C)= 4B#C). 所 以 ， 
A(B#CO)=(AB)#(AC). 
另 一 侧 之 分 配 律 也 是 容易 证 明 的 . 1 
命题 1 设 (RR,+,*) 是 个 环 ,0 是 (RR, + ) 的 零 元 素 ,- a 代 
表 (R, +) 中 a 的 负 元 素 . 那 么 ,对 任意 4,5,cE RR, 有 
(1) 0:a=a'0=0; 
(2) at-8)=(-a):6= -a'b; 
(3) (~a)'(-h)=a'b; 
(4) atb-c)=ab-ab, (lab)c=arc— bce. 
证 明 对 任意 <E 尺 ,有 
Qa=(0+0)"a, (0 是 零 元 ) 
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0'a=0'a+0'a， (分 配 律 ) 
0=0'a- (加 法 消去 律 ) 

对 任意 a,bER, 有 

a(~B) ta b=a(hp+( 一方 ))， (分 配 律 ) 

a(-Bb)+ab=0, 《上面 证 过 ) 
这 说 明 (一) 是 ab 的 负 元 ,出 负 元 的 唯 ~- 性 知道 e (一 如) 一 
一 《a'b). 同 理 ,( 一 a)'b= ~a'b. 

由 于 (一 a)"( -5)= 一 La'( 一 56)]= 一 [~a*6], 而 任何 元 毒 
的 负 元 的 负 元 恰 为 该 元 自己 , 避 ( 一 a)"(-5)=a'b. 

由 于 六 -ce 即 5+( 一 ce), 故 

ar(b -ec)=arbta(—c)=ad+t+(-a'c). 

也 就 是 a'(6 一 ce)=a'b~a'e. 和 辣 理 ,(a~b)'c=a*c~pb'c, 和 

这 个 命题 证 明了 环 R 的 零 元 素 0 与 任何 元 素 a 相 乘 均 为 0. 
但 是 , 反 过 来 ,由 环 的 定义 不 能 保障 4 隆 0 且 56 隆 0 则 必 有 a 6 天 
0. 这 我 们 可 以 从 例 4、 例 6 和 例题 2 看 出 来 . 

定义 2 设 ( 尺 ,+ ，…) 是 个 环 , 如 果 尺 的 乘法 有 单位 元 e{ 即 恒 
等 元 ) , 则 说 R 是 个 有 单位 元 环 , 或 称 有 1 环 . 称 。 为 R 的 单位 元 
(或 恒 等 元 ) ;对 于 环 R 的 元 素 e, 若 有 8 天 0 以 及 c 关 0 使 46=0 
以 及 ca =0, 则 说 a 是 RR 的 一 个 零 因 子 ; 如果 环 R 不 含 非 零 的 零 
因子 , 则 称 R 为 无 零 因 子 环 ;如 果 环 R 的 乘法 是 可 换 的 , 则 说 民 
是 个 交换 环 ;有 1 的 交换 的 无 零 因 子 环 称 为 整 环 或 整 区 . 

例如 ,整数 环 、 有 理 数 环 、 实 数 环 都 是 整 环 ,但 偶数 环 不 是 整 
环 , 它 没有 一 个 元 素 是 莱 法 单位 元 . 

例题 4 环 (I, ,+ ,xX ) 是 整 环 的 充分 必要 条 件 是 ” 为 素数 . 

证 明 我们 已 经 知道 1’ 是 1, 的 便 等 元 ,乘法 "可 交换 . 

当 ?为 素数 时 , 若 记 天 0 ， 关 天 0 , 设 

iXj=tnt+r, OSr<n, 
则 7 去 0, 否 则 w 必 整 除 i 或 整除 六 所 以 
i xX) =r' 0". 
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反之 , 若 nn 不 为 素数 ， 
n=st, Il<s<n,l<i<n, 
则 s" xs" =0', I, 有 非 零 的 零 因 于 . I 
命题 2 如 果 (RR, + ,*) 是 个 整 区 ,那么 R 的 乘法 满足 消去 
律 ; 即 a,8,tEER, a 关 0. 则 a*b=a'c 获 涵 =c， 
事实 上 , 若 a:6=a'c, 列 
0=a'b-a'c=a(b- ce). - 
而 e 尖 0,R 无 非 零 的 零 因 于 , 故 必 有 上 -ec=0, 也 就 是 5=c， 了 玫 
鲍 题 5 环 (R,+，) 中 任何 元 素 a 导 有 ae=a, 则 民 必 为 
交换 环 . 
证 明 任 取 a,5E RR. 据 题 设 , 有 
(Catb)'(at+b)=atb, 
但 是 ,由 钙 题 1 知 
(atb):(atp)=aratabtbatb'b, 
从 而 知 
atb=aratarbtbratb'b. 
再 由 aa=a, 5"6b=b 及 加 法 消去 律 可 得 
a'b+h'a=0. (1) 
因为 (1) 对 任意 za ,6 所 RR 都 成 立 ,特别 地 取 a=6, 则 有 
aratara=ata=0, 
即 对 任意 a€ RR 都 有 a= ~a. 于 是 ,(1) 式 就 变 成 
ab=-b'a=b'a, 
这 意味 着 R 是 可 换 环 . 
由 手 一 个 环 ( 尺 , + ,*) 即 是 一 个 加 法 群 (R, + ) 又 是 一 个 有 乘 
法 的 代数 系统 ,所 以 ,前 两 章 中 关于 有 一 个 二 元 运算 的 系统 、 加 法 
群 所 惯用 的 写法 即 可 直接 使 用 而 姓 需 再 做 解释 、 
例如 ,上 & 是 正 整数 ， 
起 二 aa-…g， 卡 个 a 相 乘 ， 
Ra 二 a t+…+a， 炙 个 4 相 加 ， 
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当 上 为 负 整 数 时 ， 
Eee 一 aro+t-a)， 类 个 -a 相 11. 
命题 3 如 果 环 (R, + ,') 有 簿 法 恒 等 元 , 设 为 . ,那么 对 任意 
nEl, a€ER, 有 na= (ne)a. 


证 明 当 2-0 册 ,0 一 0, 0e 一 0, 当 然 有 04- (0e)a. 
当 n>0 时 ， 
na=atat +a， 个 a 相 加 ， 
(ne)a=(etet+ +e)ja， 个 e 相 如. 
用 分 配 律 , 立 得 
ea=ea te te =at ta=na. 
当 m<0 叶 ,六 = 一 >0, 且 
na=(— ma=m(—a), 
前 已 证 明 ， 
ma)= (me)( -a), 
用 命题 2 得 (me)( 一 a)=( (me))a. 在 群 论 中 己 熟 知 一 (zme)== 
(一 sm)e. 所 以 ， 
na=m( -a)=(me)(—a)=(- (me))a= {ne)a. 
给 定 一 个 交换 环 尺 ,把 R 的 wx n 个 元 素 排 成 一 个 正方 表 


{far ae 


2 ds da 


a 2 
4=| ， : 
| aa a 


即 称 为 是 RR 上 的 -个 xX 利 降 或 呈 阶 方 阵 ,a, 称 为 A 的 ; 行 / 
列 元 素 . 


规定 


站 


219 


at ba azn + ba 
Qt ba Gm + bo 
Qu Ql Qa) [bi br bi 
421 a Can | |62 bz 了 2 
ml ln2 am 】 Do Dn Dm 
Cn ce £1 
ea cz ca 
Enl En Cam 


其 中 
c= Deby, lij&n. 


仿照 《高 等 代数 》 中 对 数字 矩阵 的 讨论 ,容易 脸 证 ,R 上 所 有 阶 
方 阵 的 集合 Mx，(R) 在 上 述 运 算 之 下 构成 一 个 环 , 称 为 RR 上 x 


阶 全 阵 环 . 
当 民有 单位 元 e 时 ,矩阵 

[: 0 … 0 

10 ee 0 

(i 0 a 已 


即 为 M,x。n(R) 的 单位 元 . 即使 R 是 可 换 的 , 当 n>>1 时 ， 
Mxn( 尺 ) 却 可 能 是 非 交 换 . 当 R 是 整 区 时 ,M,、, (RR) 却 可 能 有 非 
零 的 零 因子 . 
矩阵 是 环 论 讨论 的 主要 背景 之 一 ,在 处 理 特殊 问题 考虑 反例 
时 ,和 矩阵 环 是 首选 对 象 . 
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定义 3 设 尺 是 个 有 单位 元 工 的 环 . 民 的 元 素 a 称 为 R 的 一 
个 单位 ,如 果 有 56ER 使 28 = ba=1. 

学 过 《线性 代数 》 的 人 都 知道 , 数 域 上 的 n 阶 方 阵 不 为 零 因 于 
则 必 为 可 逆 抢 阵 .用 我 们 这 里 的 术语 来 说 ,就 是 , 数 域 上 的 n 阶 
全 阵 环 ML、。( 斑 ) 中 , 某 元 素 不 为 零 因子 则 必 为 单位 . 

但 是 ,此 事实 不 能 照搬 到 任意 交换 环 R 的 情形 . 例如 ,整数 环 
I 上 2 阶 全 阵 环 Kx(D 中 ,和 矩阵 


二 


不 为 零 因 手 -因为 ,对 任意 AE Maz(D, 设 
人 看 
cu 


人) 


24a 2b\ /1 0 
人 22)-(o 小 
必须 有 2a=1, 24 =1, 但 edEDL 这 是 办 不 到 的 事情 , 故 矩 阵 人 
不 是 单位 ， 


同时 , 当 及 头 0 时 , 即 a,5,c,d 不 全 为 0 时 ,24,286,2c,2d 
亦 不 全 为 0; 也 就 十 


)， ab.cidEl, 
恒 有 


TA = ATA0, 
这 说 明 何不 为 零 因 子 . 
单位 元 是 个 单位 ,但 不 要 把 单位 错 当 成 单位 元 ,这 一 点 ,看 书 
时 要 特别 加 以 注意 . 


习题 一 


1 用 瑟 代表 俩 数 集 ,+ 是 获 的 加 法 .规定 , 枉 意 x,n EE, men = 
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去 won. 证明:(E ,+ ,*) 是 个 环 . 
2、 环 (RR,+，*) 为 交换 环 的 充分 必要 条 件 是 ,对 件 意 a,6ER 部 有 
a -b=(arb)(a -6b). 
3、 设 ( 尺 .+ ,-) 是 个 环 ,a,5,cER. 证 明 :(a-6)+(b-c)=a-e、 
4 设 环 (以 ,+ ，) 为 恋 零 因子 环 ,eERR. 如果 ee= (那么 e 是 R 的 恒 


的 交换 琵 满 足 乘法 消去 律 邹 必 为 整 环 . 
一 个 售 5 个 元 素 的 环 都 是 交换 的 、 


$2 子 环 和 理想 


定义 1 设 (R, 二 ,') 是 个 环 ,S 是 R 的 一 个 非 空子 集 . 如果 
+ 和 * 也 是 s 的 运算 ,有 旦 {5S,+,*) 也 是 个 环 , 则 说 (S, +，") 是 
(R, 二,*) 的 : -个 子 环 . 当 所 指 运 算 不 会 混 请 时 ,可 简单 地 说 S 是 
R 的 子 环 . 
例 1 上 节 例 1 中 ,偶数 环 是 有 理 数 环 的 子 环 ;偶数 环 ` 有 理 
数 环 都 是 实数 环 的 子 环 . 
例 2 上 节 例 2 中 ,用 代 表 所 有 连续 的 实 函数 的 集合 .下 上 
的 运算 ## 和 (重任 意 /,gEC 对 应 . 
fHg:r-*/(r)+tea(r), rER, 
fOg:r>/(r)e(r), rER. 
由 于 f#g 和 /Cg 仍 为 连续 函数 , 故 # 和 名 也 是 C .上 的 运算 .而 
和 且 (C, 间 ) 是 交换 群 . 
至 于 # 和 名 满足 环 定义 对 运算 律 的 村 求 是 很 容易 说 明 的 .所 
以 (C,# ,加 ) 是 (下 ,# ,加 ) 的 一 个 子 环 . 
例 3 设 AM,-, 是 所 有 7 阶 实 方 阵 作成 的 环 ( 上 节 之 例 4). 那 


么 
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Er = iey)EAM ji as 为 偶数 } 
是 Af xu 的 一 个 子 环 .同时 
S=1i(a,)E Mi i<j 时 a, =0| 
也 是 Mx 的 一 个 子 环 . S 中 的 矩阵 即 所 谓 下 三 角 矩 阵 , 对 角 线 以 


上 的 元 素 恒 为 0, 即 有 形式 


fan 0 0 … 901 
la az 0 % 0 | 
je Gi U3 a 
机 

Law ee 2 Gm) 


在 (高 等 代数 中, 我们 知道 ,下 三 角 和 矩阵 之 和 、 差 仍 为 下 三 角 
返 阵 ,(S,+ ) 是 个 交换 群 ,同时 两 个 下 三 角 之 积 仍 为 下 三 角 和 矩阵 - 
间 理 ,所 有 形 如 
位 中 
0 0) vv 


的 实 距 阵 ,4A 是 4 阶 广 阵 ,mm 信也 作成 M; ,的 一 子 环 ， 
所 有 形 如 
lan 0 % 0 
la 0 … 0 
四 0 … .0j 
的 实 矩 阵 也 作为 M,x ,的 一 个 子 环 , 记 为 wd ， 
命题 1 设 (R,+，) 是 个 环 ,S 是 忍 的 非 空子 集 . 那 么 ,3 是 
RR 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 
(1) 对 任意 a;bES, 有 a+bE€ES; 
(2) 对 任意 a€S, 有 ~a€S; 
(3) ”对 任意 a,4bES, 有 a'b€8. 
证 并 著 {S,+ ,*) 赴 (RR,，+ ,') 子 环 , 则 群 (S, + 十 ( 尺 .+) 
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的 子 群 . 由 第 二 章 82 知道 S 必 有 满足 (1) 和 (2). 
R 的 乘法 也 是 5 上 乘法 , 故 S 满足 (3). 
反 过 来 ,如 果 S 满足 (1) 和 (2), 则 尺 的 加 法 必然 是 S 上 运 
算 , 且 (S, + ) 为 交换 群 .而 条 件 (3) 即 保证 了 RR 的 乘法 也 是 S 上 
的 运算 . 自然 地 S 上 乘法 满足 结合 律 . 
由 于 S 上 运算 乃 是 只 的 运算 派生 出 来 ,它们 当然 还 满足 分 配 
律 . 
所 以 ,S 是 尺 的 子 环 . [| 
例 4 在 实数 环 R 中 ,所 有 形 如 
a+bY2， a,6 为 整数 
的 数 构成 R 的 一 个 子 环 . 
记 所 有 这 种 形式 的 实数 的 集合 为 5. 
对 任意 z=a+5bY2E S, 有 
-x=-(atbY2)=(~a)+(-bW2, 
一 a 和 一 仍然 为 整数 ,从 而 一 x 所 S. 
对 任意 z=a+BbY3, y=ct+tdy3ES, 有 
z+3y=(a+c)+(o+dMI， 
而 ce +c 和 二 + d 亦 为 整数 , 故 z+yES. 
最 后 ,对 任意 z=a+6bY2, y=ctdY2ES, 有 
ay=(atbv2) (etdv2)= (ac+264) + (ad + be WZ, 
其 中 ac +26d 和 ad + bc 都 是 整数 .所 以 zyE S. 
总 结 之 ,S 为 R 的 子 环 ， 
例题 1 S 是 所 有 形 如 a/2" 的 有 理 数 构成 的 集合 ,其 中 < 和 
于 是 整数 .证 明 ;S 是 有 理 数 环 的 子 环 . 
证 明 对 任意 x=al2", y=6/2"ES, 有 
af2" + bl2™" =(a2" + 62")/2"1* ES, 
(af2") (86/2")=abl2"*"*ES, 
- (af2")=(-a)i2"GS. 
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故 S 为 有 理 数 环 的 子 环 1 
例题 2 在 复数 域 上 所 有 2 阶 方 阵 构成 的 环 R 中 ,所 有 形 

如 
[atpv -1 crdv -1 


z= ， Qa,6,c,Q 为 实数 ， 
[a /1 | 省 
的 叫 阵 的 集 台 S 是 民 的 一 个 子 环 ， 
证 明 令 
{ 9 [ ] 人 1 
Ee ， ?二 了 二 了 
0 1 -v1| -1 0 
f 一 一 
| 0 wi 
WwW-1l 0 


则 S 中 的 任意 元 x 恒 可 写成 
r=aetbitcit dk. 
于 是 ,对 任意 z,yE 5S, 很 容易 看 出 ,z+y 和 一 z 属于 S. 
同时 ,研究 e,i ,的 乘法 表 ， 


| _。 i k 
e 对 i 7 下 
i i -e k -i 
ji j 一 -e i 
人 下 1 - -i -ge 


即 知 ,车 x ,y€ S, 则 矩阵 .ry 亦 为 矩阵 e,i ,yj 用 实数 相 乘 后 相 
加 而 得 , 即 zyES. - 

项 S 是 R 的 子 环 ， 1 

读者 只 要 仔细 对 照 我 们 在 群 理论 中 的 讨论 ,很 符 易 看 出 命 
题 1 的 (1),(2) 两 款 等 价 于 (S, + ) 是 (R, +) 的 加 法 于 群 .所 以 ， 
有 

命题 2 设 (R,+,*) 是 个 环 ,S 是 RR 的 非 空 于 集 . 那 么 ,S 是 
R 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 
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(1) (S,+) 是 (R,+) 的 于 群 ; 

(2) 对 任意 a,6E5, 有 a'bES. 

命题 3 设 (R,+,*) 是 个 环 ,S 是 RR 的 非 空子 集 . 那 么 ,S 是 
RR 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 

{1)” 对 任意 a,bES, 有 a-bES; 

{2)” 对 任意 a,bES, 有 a'bES. I 

为 了 检查 自己 对 子 环 概念 理解 的 深刻 程度 , 你 也 可 以 不 去 翻 

群 论 中 的 结论 而 直接 按 定义 证 明 上 述 两 命题 . 

例 5 整数 环 工 的 子 集中 ,所 有 偶数 的 集 已 是 工 的 子 环 , 因 为 

它 在 减法 和 冬 法 之 下 封闭 ;所 有 奇数 的 集合 Q 不 是 1 的 子 环 ， 

为 Q 在 减法 之 下 不 封闭 ,例如 7,3E QQ, 但 

7-3=4 告 Q. 

也 可 以 说 , 数 的 加 法 不 是 Q 上 的 运算 ,或 说 QQ 不 是 1 的 加 法 子 

群 . 

例 6 本 节 例 2 的 环 (C, 间 , 曲 ) 中 , 子 集 
S={f€ECIf(2)=0} 

是 C 的 一 个 子 环 . 这 是 名 为 ,对 任意 f,g€ C， 
(f-g8)(2)=f(2)- g(2)=0, 
(fOg)(2) = f(2)8(2)=0, 

即 f-gES, JOgES. 

命题 4 设 S,, a€ 了 都 是 环 R 的 子 环 .那么 ,它们 的 交集 S 
= DS, 必然 也 是 RR 的 子 环 . | 
分 析 不 管 我 们 用 命题 1 至 命题 3 的 哪 组 条 件 验证 ,部 首先 

要 验证 S 是 个 非 空子 集 . 

,作为 子 集 ,每 个 S. 都 非 空 并 不 能 保证 它们 的 交集 S 必然 非 

空 . 

”但 是 ,这 里 的 每 个 S, 都 是 子 环 , 它 有 更 进一步 的 性 质 . 

证 明 ”学 习 群 论 时 已 经 知道 ,加 法 群 R 的 每 个 子 群 9, 的 零 
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元 素 0, 必然 就 是 R 的 零 乒 素 0. 由 于 0ES，xEE 工 所 以 
0€ nsS.=S， 
从 而 S 非 空 . 
进一步 ,对 任意 a,5E S ,应 有 
a,bES,, a€El, 
而 S, 是 R 的 子 环 ,从 而 对 每 个 aE 了 而 言 ,都 有 a -5bE S,, 表 据 
S 的 定义 , 必 有 a -ES. 
何 样 ,对 任意 a,5ES, 应 有 
abES,, a€l, 
而 Su 蚌 R 的 子 环 , 从 而 对 每 个 aE 了 而 育 , 都 有 abE S, ,再 据 S 
的 定义 ,又 有 bE S. 
所 以 ,S 是 尺 的 子 环 . | 
定义 2 设 RR 是 个 环 ,uEER. 做 RR 的 子 环 族 
和 A=15 是 RR 的 于 坏 | a€ Si， 
我 们 把 于 环 (注意 尺 EA, A 非 空 ) 
Qs 
称 为 R 的 由 元 素 a 生成 的 子 环 , 记 为 (a》. 
推论 《a) 是 R 的 包含 a 的 于 环 中 的 最 小 者 . 
证 明 首先 , Aa) 是 R 的 一 个 包含 元 素 a 的 子 坏 . 
其 次 , 设 S 是 R 的 任意 于 环 ,a 所 5S, 那 么 由 定义 知 SE 4A, 而 
《是 所 有 A 中 元 的 交集 , 当然 有 (a) 守 5. 
这 就 意味 着 (a) 是 所 有 包含 a 的 子 环 中 的 最 处 者. i 
本 来 也 可 以 直接 把 推论 拿 来 做 (4) 的 定义 ,但 需要 解释 “最 小 
者 一 定 存在 "这 句 话 ,而 现在 的 定义 虽然 文字 较 多 ,但 不 需要 进 一 
步 地 解释 . 它 也 便于 与 前 面 学 过 的 一 个 元 素 生 成 的 子 群 ,后 面 要 学 
的 一 个 元 素 生成 的 理想 、 子 域 等 相对 沼 . 
命题 5 设 尺 是 个 环 ,aER. 郑 么 ,R 中 所 有 形 如 
ma sma 十 Aa? ses 
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2 < 
Mat ma 十 0 


的 元 素 ( 其 中 上 是 正 整数 ,mm ,n,m, 都 是 整数 ) 做 成 的 集合 S 恰好 


就 是 a 生成 的 子 环 4a 》. 
证 明 取 t=1, m=1, 知 a€5S. 所 以 S 是 个 非 空 集合 . 


对 任意 zx,yES, 按 S 的 定义 , 必 有 


T=matma ttma’, y=na+tnal ttna, 
其 中 + 和 r 是 正 整数 ,zi ，…, zm 入，…,n, 于 为 整数 . 不妨 设 
t 尝 r, 于 是 可 将 y 写成 

yat ta tn ra tet ma’, 
其 中 ,1=…=n,=0. 于 是 
Ty mn at + (mn, ~ n)a’, 
且 诸 mw, 一 ni 仍 为 整数 ,所 以 x 一 y€ S. 
同时 


Ty= ma t+ pna''”, 
仍 有 xyES. 
所 以 ,S 是 RR 的 一 个 子 环 ,日 4a€ S. 
S 是 合 a 的 于 环 ,而 (<a) 是 R 中 所 有 含 a 的 子 环 的 交集 , 故 当 
然 有 (a) 三 S. 
另 一 方面 ,《4a) 是 个 含 a 的 子 环 , 歼 
Qal ,ar ELa)， 为 任意 正 整数 ， 
进而 对 任意 整数 mi ,xm,，… , mz, 亦 有 
Mas, Ma ECa), 
matn2al t+ + ma Eay. 
也 就 是 说 ,S 中 的 每 个 元 案 都 在 (a) 中 , 即 SE(4). 
总 之 ,有 5S=《a). 
例如 ,我 们 看 整数 环 工 中 元 素 8 生成 的 子 环 (8). 它 的 元 素 应 
该 形 如 
m8+n64+.+k8’. 
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但 让 于 ”64 一 82 8, 形 如 nn64 的 元 素 已 经 包含 在 m8 类 型 里 了 . 
所 以 ,m8 概括 了 (8》 元 素 的 全 体 , 故 
{8}= 1m8| mEL. 

也 就 是 (8) = 和 … 一 8,8,16,…}. 

又 比如 ,在 实数 环 R 中 看 }3 生 成 的 于 环 人 2》. 它 的 元 素 应 该 
形 如 

pd pa +t pi VY, 
但 是 
mad 2 =2m3, mv =2m dz, 

于 是 可 以 把 mi 与 2ms 合并 ,ms 与 2ms 合并 ,知人 2) 元 案 的 一 


般 形式 2 + n32tt ,pyr El. 
进一步 ,对 于 环 R 的 任意 一 个 非 空子 集 工 , 作 民 的 子 环 族 ( 广 
意 尺 本 身 是 A 的 一 个 元 素 ) 
和 A=tS 是 R 的 于 王 ,TESi}， 
又 可 得 到 一 子 环 
gel 
通常 称 之 为 工 生成 的 子 环 , 记 为 4T). 
命题 6 设 工 是 环 尺 的 非 空子 集 , 则 个 在 民 中 生成 的 子 环 
恰 为 由 下 述 形式 元 素 细 成 的 集合 ， 
Qarteetar thet tp cmtdierfite tadefet 
i (x) 
其 中 诸 ai ,5 ,… ,zi 均 为 工 中 元 素 或 它们 的 负 元 . 
证 明 由 于 ai,b，… ,x 均 为 集合 工 的 元 素 或 其 负 元 ,对 于 
民 的 任意 子 环 S, 如 果 TS S , 据 子 环 的 定义 ,该 ( * ) 型 元 必然 在 
S 中 .从 而 每 个 ( * ) 型 元 素 在 所 有 包含 工 的 子 环 的 交集 中 , 也 就 
是 每 个 ( * ) 型 元 必然 在 工 生成 的 子 环 中 . 
另 一 方面 ,任意 两 个 ( x ) 型 元 素 之 和 、 善 仍然 是 ( * ) 型 元 .又 
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由 环 的 分 配 律 可 算出 来 ,任意 两 个 ( * ) 型 元 素 之 积 亦 必 为 ( * ) 型 
元 . 也 就 是 说 ,所 有 (* ) 型 元 素 构 成 RR 的 一 个 子 环 . 而 且 此 子 环 包 
会. 

设 尺 中 所 有 (* ) 元 率 的 集合 为 T .上 述 事 实说 明 (《 了 ) 之 
了 ,而 了 又 是 含 个 的 子 研 , 政 厂 二 CT) ,所 以 ,4T7=T 

证 明 中 并 没 要 求 (x ) 元 有 表 法 稚 一 性 . 醋 使 4,,…,a, 中 有 


某 些 是 重复 的 ,可 写成 

gid aste Fa = ma Fe ma 
好 把 所 有 相同 的 元 和 Et 们 的 负 元 囊 合 并 记 在 一 起 ,我 们 也 可 以 不 
合并 . 


现在 看 了 = {a ,上 开工 只 舍 2 个 元 素 的 这 种 比较 简单 的 情 
形 . 

此 时 ,(* ) 中 ar+…+as 无 非 就 是 工 中 着 个 元 素 与 若 于 个 
负 元 素 之 和 ,归并 之 , 即 ka + 15, LEE 

同样 ,bc 二 …+ ancn 中 之 5 和 c 只 能 是 土 a, 土 6, 归并 之 ， 
即 

5a2 pabt Ga th, sp,g,tel. 
对 于 3 个 元 素 相 乘 形式 ,它们 可 并 成 
ma? + na b+ sab? + th’ + iaba + jbab + kba’ + lb?a, 
其 中 msiti7 it 都 是 整数 ， 

这 样 ,一 般 项 就 被 合并 了 . 

如 果 a 各 还 可 以 交换 , 即 ab = Bba ,那么 各 项 还 可 以 进一步 
合并 . 
倒 题 3 求 出 整数 环 T 中 6 和 9 生成 的 子 环 (6,9). 

解 ”此 子 环 含 所 有 形 如 
k6+ 19, kLEL (*) 
形式 的 整数 ,而 是 交换 环 
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s6 rp(6-0) + #9 = {6s +9p)6+ (9)9, 
也 具有 ( * ) 形 式 .同样 
m6 + n6° "9+. 
也 可 写成 (* ) 形 式 .所 以 ， 
kb+19, 大 LEI 
就 代表 了 子 环 46,9》 的 所 有 元 素 . 
进步 ,由 杆 6+19=(2E&+31)3E(3), 且 3=(- D6+9€ 
46,9) , 知 得 56,9) 二 (3). . i 
这 个 例 守 告诉 我 们 ,任意 给 定 的 子 集 工 所 生成 的 子 环 的 元 素 
起 来 形式 比较 复杂 .但 对 于 具体 的 环 , 具 体 的 子 集 , 却 有 可 能 
进 三 合并 和 化 简 , 表 过 起 米 很 简单 . ， 
例题 4 在 所 有 实 的 2 阶 算 阵 移 成 的 环 M,(R) 中 , 求 其 子 集 


7=|( 人 we 


生成 的 子 环 . 
分 析 工 中 若干 个 元 案 之 和 仍 具 有 . 
i 


形式 .再 看 任意 两 个 工 中 元 之 积 ,由 于 


0 nyo 1 Tmk 0 
人 本 让 jj=( 中 
可 以 看 出 ( 工 ) 必 然 包含 所有 形 如 下 
四 各 中 ， st€El (2) 
的 元 . 由 (1) 型 元 与 (2) 型 元 做 和 , 即 得 1 上 所 有 2 阶 矩 阵 . 
本 来 还 要 继续 看 3 个 (1) 型 元 素 之 积 ,等 等 ,但 工 土 所 有 2 阶 
短 阵 构成 M2 (RR) 的 子 环 .由 《本 ) 之 最 小 性, 我 们 就 不 必 再 探讨 其 
扩大 的 可 能 性 了 . 
解 用 M:(D 代 表 所 有 整 的 2 阶 矩阵 所 构成 的 环 . 显然 ， 
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TEM,(D. 
另 -方面 ,对 于 Maz(R) 的 包含 T 的 任意 一 个 子 环 S$, 由 于 
人 友 


jss， 对 任意 ,LE 
1 0 


0 V0 kV fl 0 
( ol 0)- ( 4)es, 
义 因 为 ,对 任意 m,nE1 忆 有 
0 ot 
(, 0 jss, 
所 以 ,对 任意 mntLEL 均 有 
上 
(jss 
也 就 是 Ma(DES, 即 M:(TD 是 含 了 的 最 小 子 环 . 
从 而 得 到 , Ma (TD) = 《TT). [| 
在 群 的 理论 中 ,正规 子 群 ( 即 不 变 子 群 ) 作 用 巨大 ,地 位 重要 . 
设 (G，*) 是 个 群 ,HH 是 它 的 正规 子 群 ,那么 ,对 任意 陪 集 c 互 ， 
&H 可 以 规定 
aH:bH= abH (x%) 
使 得 等 价 类 的 集合 GI 也 构成 一 个 群 . 
在 那里 ,我 们 特别 强调 ,只 有 对 正规 子 群 而 言 , ( * ) 规 定 的 运 
算 才 是 合理 的 ,也 就 是 此 时 可 保证 ,如 果 < 五 =a 互 ,57= 六 五, 则 
必 有 
abH=aib,H, 
即 ( * ) 的 规定 与 每 个 陪 集 的 代表 元 的 选取 没有 关系 .否则 ,( * ) 的 
规定 不 会 导出 GJH 上 的 确定 的 运算 . 
现在 ,我 们 讨论 环 (R, + ,"). 由 于 (R, + ) 是 交换 群 , 它 的 每 
个 子 群 都 是 其 正规 子 群 .所 以 ,对 于 ( 民 , + ) 的 任意 子 群 (A, +). 
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完全 抛 开 乘法 不 管 ,只 把 它们 作为 群 的 讨论 , 则 
GIA=latA,b+A,.| 

是 个 加 法 群 .如 果 GiA 的 加 法 记 为 # , 则 对 生意 +A,bp+AE 
GfA 者 有 (a+A)#(p+A)={a tb)+tA. 

但 是 ,R 是 有 乘法 的 ,能 不 能 由 R 的 乘法 自然 的 引出 RiA 上 
的 一 个 乘法 呢 ? 对 任意 陪 集 e+ A,5+ 有 A, 令 其 对 应 ab + AA, 是 否 
就 建立 了 GfA 上 的 一 个 乘法 泥 ? 

关键 在 二 ,上面 所 说 的 “对 应 ” 

(a tA,BtA) zab+t+A 

是 否 是 (G/A)Xx (G1A) 到 GA 的 映射 .必须 注意 ,这 里 随便 说 了 
个 “对 应 "是 不 对 的 .集合 间 的 映射 中 所 用 的 “对 应 "概念 是 有 严格 
的 合 义 的 .具体 到 这 里 来 ,应 该 要 求 , 对 陪 集 a +A,5+ A 按 给 定 
的 办 法 要 有 唯一 确定 的 陪 集 与 之 对 应 . 必须 与 陪 集 代表 元 选择 无 
关 , 不 能 随便 一 说 了 之 . 

要 使 "与 陪 集 之 代表 元 选择 无 关 " 一 事 成 立 , 即 要 求 , 若 e+A 
=at+A4,6A=6+A 必 有 

abt+A=abit+A. 
让 我 们 仔细 分 析 一 下 这 个 要 求 .条 件 
atA=alt+A, btA=b+A, 

即 有 zzEA, yEA 使 


atr=al, #+zx=6, 


于 是 ， 
obi=(atr)lbty)=ab tayt rb t+.ry. 
想 要 有 aia +4= +A ,只 要 使 
ayt+ xb+ryEA 
就 行 了 . 
如 果 A 和 A 是 (RR,+…) 的 子 环 ,由 子 z,y€ ,就 保证 了 TyEA. 

仍 不 能 保证 对 任意 z,yEA 和 任意 a,5ER 都 有 ay+ xzbEA. 
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于 是 , 需 引 出 下 列 的 

定义 3 设 (R,+，) 足 个 环 ,4 是 RR 的 非 裤子 集 . 如果 

(1) (A,+) 是 (CR, + ) 的 子 群 ; 

(2) 对 任意 x,yE A 和 任意 a,5ER 都 有 ayEA, 汉 E A, 
则 说 A 是 尺 的 理想 ， 

从 定义 中 可 以 看 出 ,A 为 RR 的 理想 风 和 A 必 为 R 的 子 环 . 因 
上 时 ,有 人 也 称 环 的 理想 为 环 的 理想 子 环 . 

又 因为 条 件 (2) 体 现 站 两 侧 要 求 , 妈 对 插 意 .rE 有 A, 从 右 蒋 以 
民 的 任意 天 ,要 求 ww A; 同时 ,对 任意 vy€ ,从 无 侧 乘 以 尺 的 
任意 元 e , 变 求 uy€ 有 A. 因此 ,有 时 称 环 的 理想 为 其 双 侦 理想 或 双 
边 理 想 . 

例 7 所 有 2 阶 整 数 方 阵 作成 的 环 Ma :中 ,所 有 元 素 忆 为 偶 
数 的 方 阵 集 Ex: 是 M2, 2 的 ~- 个 理想 、 

玉 2w: 对 矩阵 减法 封闭 , 它 是 M;、; 的 ~- 个 加 法 子 穴 ， 


任 取 
人 “jsxe， (2 3)e rs. 
d 2n 2g 


都 有 

人 人 人 22]- (ee +nb) 2(pa+t “js 

c dl\2x 329 \2metnd) 2(pe+tad)}l 

另 一 侧 条 件 的 验证 道理 相同 ， 

例 8 整数 环 (I, + ,…) 中 ,对 一 固定 正 整数 x, 焦 合 

A=}-, -2n, — nO0n,2n,.| 

是 工 的 理想 . 

AA 对 减法 封闭 ,A 是 工 的 加 法 子 群 . 

I 是 交换 环 , 条 件 (2) 之 两 侧 要 求 变 成 同一 要 求 .对 任意 <E 
4, oaETl, 设 = 和 到 为 某 个 整数 .于 是 

a'r=arkn={ka)n€EA. 
A 是 E 的 理想 . 
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例 9 没 P 是 所 有 实 系 数 多 项 式 作成 的 环 , 下 是 所 有 常数 项 
人 恒 为 0 实 系数 多 项 式 的 集合 .那么 ,F 是 P 的 理想 . 
任 取 下 中 元 素 /(x),g(z), 它 们 的 常数 项 为 0. 从 而 f(x) 一 
gtz) 之 常数 项 亦 为 0: 也 就 是 说 f(x) 一 g(x)EF. 所 以 ,F 是 PP 
的 加 法 子 群 . 
任意 f(z)ESF, a(z)EP, 由 于 了 (x) 之 常数 项 为 0, 故 
a(x) Ar) 之 常数 项 必 为 0, 即 
a(r)F(r)EF. 
又 国 己 是 交换 环 , 验 证 -如 条 件 就 够 了 . 
下 是 P 的 理想 . 
例 10 在 例 7 的 AM， 中 ,所 有 形 如 
人 路 ， 4 为 台数 ， 
的 超 阵 的 集合 A 是 M;、; 的 子 环 ,但 A 不 是 1M,、; 的 理想 . 
要 验证 A 为 wz ;的 于 环 是 容易 的 . 
进一步 ,对 任意 整数 m,n,p,g ,都 有 
m pyia 0 mat+po 0 
的 人 人 oj 
即 A 还 满足 条 件 (2) 的 左 侧 条 件 . 
但 是 , 取 


六 


EA, 


人 0 
1 0 
则 
1 om 
(4 ol 中 -人 1js4， 
这 说 明 A 不 是 Ms 的 理想 . 
与 子 集 生成 的 子 环 概念 平行 地 ,我 们 需要 研究 子 集 生成 的 理 
想 的 特点 . 
命题 7 设 R 是 个 环 ,A,, aE1 都 是 R 的 理想 .那么 ,它们 
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的 交集 A = 门 A。 必然 也 是 RR 的 理想 . 

证 明 对 于 每 个 a€ 1, A 都 是 R 的 理想 , A。 当然 是 R 的 子 
环 .利用 命题 4 可 知 ,它们 的 交集 4 必然 是 R 的 子 环 . 

进一步 ,对 任意 aA, rE R. 由 于 A 是 诸 A, 之 交集 , 故 对 
每 个 恒 有 wE A,, 又 由 于 A, 均 为 R 之 理想 ,从 而 对 每 个 aEJ 
都 有 

mEA,, ar€EA,. 
进而 ,ra 和 er 必 在 所 有 A。 的 交集 A 中 , 即 
raEA, ar€EAh. 

这 说 明 4 是 RR 的 理想 . 1 

青 提醒 读者 注意 ,RR 本 身 是 尺 的 理想 ,而 且 它 包含 R 的 每 个 
子 集 .也 可 以 说 ,R 的 任意 子 集 都 包含 在 某 些 理 急 中 . 

有 了 这 些 准备 , 即 可 给 出 

定义 4 设 民 是 个 环 ,TR,T 非 空 , 作 RR 的 理想 族 

号 = |I 是 R 的 理想 ,TS 如 
得 到 的 理 急 
Qi 

称 之 为 R 的 由 子 集 T 生成 的 理想 , 记 为 (T). 

特别 地 ,如 果 了 仅 有 一 个 元 素 a, 则 把 理想 ( fa |) 记 为 (e ) ,并 
称 为 是 由 a 生成 的 主 理想 . 

定理 1 设 丁 是 环 R 的 非 空子 集 . 那 么 ,R 中 所 有 形 如 (* ) 
的 元 素 的 集合 俭 为 (了 ) ,所 谓 ( * ) 型 元 者 乃 有 如 

nial tot na 十 天 起 tt riB 
tolstt el csr +t Tidy tt rdiy,, (x) 

其 中 Mj 是 整数 ,ai ER Ib bec sc 和 dl Ei 
是 人 中 元 察 . 而 yy 3805 和 zy 及 yy 
是 RR 的 元 案 . 

证 明 可 与 全 生成 的 子 环 (TT) 构 成 情形 的 证 明 采 取 完 全 一 
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糙 的 步骤 (对 照 命题 6). 即 逐步 证 实 如 下 论断 : 
(1) 对 RR 的 任意 理想 1,T 了 三 1, 则 了 必然 包含 所 有 的 ( * ) 型 
pl 
{2) 进而 ,(T) 包 含 所 有 ( * ) 型 元 率 ; 
《3) ”两 个 (* ) 型 元 之 差 仍 为 (* ) 元 ; 
(4) ”对 任意 rER, 只 要 eicodi 生 工 , 则 
rma)= Cnr)ar, rlrib)=(rr)6), 
rleisi)=ress, rlridiy)= (rei)}diy 
都 是 (* ) 卉 元 察 .利用 球 的 分 配 律 可 以 说 朋 ,r 梯 (*x ) 型 元 仍 得 
《* ) 型 元 . 
(5) 所 有 (* ) 型 元 的 集合 是 R 的 一 个 理想 . 
《6) ”该 集 包含 在 ( 丁 ) 中 ,上 反 过 来 又 要 包含 (T》, 故 二 者 相等 . 
1 
推论 1 设 尺 是 个 环 ,a€ R. 那 么 (a) 恰 为 所 有 形 如 下 的 元 
素 构 成 的 集合 : 
na trat ast zay tt zay, 
其 中 4 为 整数 ,zs ,2 1，…,x: 和 yy ，,…,y 都 是 R 中 元 素 ， [| 
推论 2 设 R 是 个 有 便 等 元 素 e 的 环 ,a€ RR. 那 么 a 生成 的 
主 理想 (a ) 恰 为 所 有 形 如 下 的 元 素 构成 的 集合 : 
TlAaY 十 二 203 ， (x x) 
其 中 zt 和 yy 是 RR 的 任意 元 素 . 
这 是 因为 ,对 于 环 R,(a) 中 元 


na=n(ea)=(ne)a= (ne)ae, 


ra= rae, A5 = eas, 
从 而 每 个 (a ) 中 元 察 均 可 表 成 (* * ) 型 . 1 
例题 5 在 整数 环 (R ,+ ,* ) 中 ,每 个 子 环 S 必定 是 由 某 个 非 
负 整数 生成 的 主 理想 . 
证 明 如 果 S 只 含有 0 元 ,那么 S= (0). 
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苦 有 非 0 整数 mE S, 则 S 必 含 有 还 整数 .看 5 中 的 最 小 的 
证 整数 
对 于 S 中 的 任意 整数 1 ,用 nn 去 除 :得 
f=gntr, 0Sr<n. 
由 于 S 是 子 环 ,gr 乃 是 若干 个 mn 之 和 或 普 干 个 -二 之 和 , 故 gn 
S. 所 以 


to1 ES. 
由 x2 的 最 小 性 ,可 推出 =0, 即 += gn. 
所 以 ,S= | za| ze 了 于 伦 是 nw 生成 的 主 理想 1 


事实 上 ,在 第 二 章 $4 ,我 们 早 就 证 明 过 ,整数 环 (1,+ ) 的 每 个 
子 群 必然 是 由 某 个 非 负 整 数 "生成 的 . 

现在 又 证 明了 一 遍 ,技巧 相同 ,得 出 ,整数 环 (45 + ,*) 的 每 个 
理想 也 必 是 由 某 个 非 负 整数 生成 的 . 

I 的 每 个 加 法 于 群 都 是 作为 环 时 的 型 想 ,这 类 环 是 很 特殊 的 . 

设 A,B 邦 是 环 R 的 理想 ,用 (A UB) 代 表 集 合 AUB 在 k 
中 生成 的 理想 ,再 令 

A+B= {rER|I .t=ath, aEA, EB). 

并 称 为 是 理想 A ,B 的 和 . 有 

命题 8 设 A,B 是 R 的 理想 .那么 A+B=(AUB). 

证 明 首先 ,可 疡 言 A+ 上 是 R 的 理想 . 

对 任意 x,yEA+B, 设 

r=aib, y=e+d, ac€EA, bd€EB 

风 必 有 zx 一 y=Ca-e}+t+(b -dEA+B. 

对 任意 4 =a+5EA1B 及 rRR, 恒 有 

rr=rtath)=rm+mEA+B, 

同 理 又 有 xrE€ A+B. 

这 说 明 A+ B 是 RR 的 理想 .任意 eE A 均 可 写成 we=a+0E 
及 4 BB, 从 而 AUB 包含 在 理想 A+ BB 之 中 , 据 (AUB) 的 定义 ,得 

(AUB)EA+B. 
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另 一 方面 , (A UB) 是 个 理想 , 且 含 A 又 含 也 ,所 以 ,对 任意 
EA bEB, 必 有 
a+bE(AUB). 
从 而 A+BS(AUB) 
总 之 ,有 A+B={AUB). 1 
例题 6 设 愉 是 个 有 单位 元 的 交换 环 .给 出 cj，…asER 在 
RR 中 生成 的 理想 . 
解 看 RR 的 子 集 
T={riatt na E RIr ,rE R). 
首先 ,对 任意 s,tE 卫 , 设 
s=rig totra, ER, 
t=liar tt la, LER. 
凤 
st=(r-i)a t+(r, tr)a, ET. 
同时 ,对 任意 zER ,及 rial +.…+ miasE 下 有 
zriartet rr) = (2rdar tet (rr Ya, ET, 
(riartomrt ria) r= riz)arteet (rr)a, ET, 
这 说 明 本 是 的 理想 . 
其 次 , 设 e 是 RR 的 单位 元 , 则 
a =0a tt et +0a ET, 
又 说 明 al ,…,a,€T. . 
最 后 ,对 R 的 任意 理想 A, 只 要 a ,…,a, 人 A, 那么 , 任 取 
rl,…7sE 民 , 均 有 
iad EA, rartetren EEA, 
从 而 TESA, 所 以 工 就 是 41,… ,a, 生成 的 理想 . 
此 时 ,我 们 有 
T=(a1r sa)= {a+ (a t+ (0, ). 1 
此 后 ,要 不 断 地 处 理 有 1 交换 环 中 各 种 问题 , 遇 有 有 眼 个 元 素 
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生成 的 理想 的 表达 形式 时 ,一 般 不 肯 解 释 . 特别 是 一 个 元 素 a 生 
成 的 主 理想 (a) 中 元 素 的 表达 形式 读者 更 应 有 明确 的 认识 . 绝 不 
可 以 认为 ,任意 环 R 的 主 理想 
(a)= lralrERI 
或 Ca) = 1>) rasilri,s, € RI. 
例题 7 设 A,B 是 环 R 的 非 空子 集 .通常 用 AB 代表 中 中 所 
有 形 如 a1pb1 二 二 ab ，a, 包 名 ,马扎 Bn 为 正 整 数 ,元 素 构成 
的 集合 .证 明 : 当 A,B 都 足 R 的 理想 时 , 集 AB 也 是 R 的 理想 . 
证 明 任 取 x,yE AB, 设 
zaditetab,, aEA, bEDB, 
y=cditeteod,s, cEA, dEB, 


那么 
XT- y=abtetab, t+(-e)d tr 1 (ec,)d,. 
由 于 -cl:…， cn 亦 为 入 中 元 , 故 ec-y&EAB， 
再 任 取 wu€R, 由 于 
wi= ua) tt ua)b,, uaEA, 
Zu=a(bin tta bu), bu€EB, 
故 rrtu€AB. 
所 以 ,AB 是 环 刃 的 理想 . | 
设 民 中 个 环 ,R 的 非 空子 集 S 在 其 加 法 之 下 是 RR 的 加 法 子 
群 , 且 对 任意 rER, zxES 恒 有 rzx&ES, 则 说 S 是 R 的 一 个 左 理 
想 . 对 称 地 可 引 人 右 理想 概念 .在 进一步 学 习 环 论 和 模 论 时 要 经 常 
提 到 它们 -但 我 们 这 里 不 做 深 和 人 探讨 . 


习 题 二 
1， 在 环 中 给 出 一 个 子 环 , 它 本 身 是 个 有 便 等 元 的 环 ,但 它 的 恒 等 元 
不 是 K 的 恒 等 元 
2. 设 p 是 个 案 数 .证 明 : 有 理 数 环 Q 的 子 集 
240 


有 = eoltmm=1 且 (及 = 十 


构成 @ 的 一 个 子 环 .其 中 (k,7) = 工 表示 整数 和 : 的 最 高 公 因子 为 1， 

53。 设 户 是 个 素数 .证 明 :有 理 数 环 0 的 于 集 

K= [eoQl(m,n)=1 且 n= 六 820| 

构成 Q 的 一 个 子 环 . 

4 给 出 1 例 5 中 于 民 的 所 有 于 环 . 

5， 设 尺 是 个 环 ,那么 

S= 1xER! 有 正 整数 n 合 nz =01 

构成 R 的 一 个 再起. 

6 。 关 ewe 是 交换 生 RR 的 等 方 元 ,到 

ef=e, 0G=6, 

证 明 :RR 的 由 e1,es 生成 的 理想 (o ,2 ) 必 定 是 由 某 个 等 方 元 /生成 的 主 
想 , 即 (ee)= (六 P=/ 


$3 理想 与 商 环 ( 丁 ) 


上 一 节 我 们 提 过 ,如 果 (RR, +，') 是 个 环 ,(S, + ,*) 是 它 的 子 
环 .由 于 (S,+) 是 (R, + ) 的 加 法 子 群 (当然 就 是 正规 子 群 ). 作 为 
群 ,可 得 商 群 
R' =(R, +Y(S, +). 
一 般 来 说 ,不 能 由 此 自然 地 在 R" 中 引入 乘法 (注意 ,这 里 所 说 自 
然 引 人 的 乘法 当然 是 由 R 的 乘法 导 人 的 ,而 不 是 随便 定义 一 个 
及 "的 乘法 》, 使 R "成 为 一 个 环 . 
经 过 分 析 , 如 果子 环 S 还 满足 另外 的 条 件 ,S 是 尺 的 理想 , 那 
么 ,有 可 能 自然 地 使 R 引入 乘法 而 成 为 环 . 现在 严格 的 证 明 这 件 
事 . 
定理 1 设 (R,+，) 是 个 环 ,4 是 R 的 理想 .作为 加 法 群 ,得 
离 群 
天 = RIA ， 加 法 #. 
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在 如 法 群 页 中 再 定义 乘法 ,任意 a +A,61AE 玉 ,对 库 中 +A， 
记 为 
(e+A)GO(+A)=ap+A- 
则 (CR, 并 ,@) 是 个 环 . 
证 明 首先 要 证 明 乘 法 马 的 定义 是 合理 的 , 即 它 与 陪 集 的 代 
表 元 选择 大 关 . 设 
atA=altA, y+A=pitA, 
从 而 有 这 ,swEA 和 使 41 =at.r, b=65+y. 于 是 
ib = Catalbt yabtay!t rb ty. 
由 于 所 是 R 的 理想 ,xE A y€A, 故 
ay€EA, rEA, x1yEA, ayt+ 三 + ry€EA, 
ab -abEA, 
aibi + A=ab+A. 
这 说 明 加 确实 是 责 上 的 二 元 运算 ， 
其 次 要 证 明 及 对 加 满足 结合 律 . 任 取 枣 中 3 个 元 索 , 也 就 是 
R 对 A 的 3 个 陪 集 .由 于 曲 运 算 与 陪 集 之 代表 元 选取 无 关 , 在 每 
个 陪 集中 随便 取 一 元 做 代表 , 即 设 五 的 3 个 任意 元 为 
atA,btA,cTA, 


于 是 有 
[(atA)O(s+A)O(c+A) 
=[ab+AJO(c+t A) (名 的 定义 ) 
=(ap)c+A4 【外 的 定义 ) 
=a(bc)+A (R 中 乘法 结合 律 ) 
=(at A)O(sc + A) (的 定义 》 


=(4af+A)O[(5+A)O(c+A)). (的 定义 ) 
最 后 来 验证 丸 对 加 和 井 有 分 配 律 . 任 取 a+ A,5b+A,c+A 
垂下 . 则 
{a+AJOl(B1 A)# (ce +A)) 
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=(a+A)GO(O+c)+A) (R 中 提 的 定义 》 


=a(b+e)+A {R 中 加 的 定义 ) 
=(aptac)+A (R 中 有 分 配 律 ) 
=(ab + A)#(ac+A) (RR 中 划 的 定义 ) 
=((a+ A}O(E + A))#((at AIO(c + A)). 

(天 中 性 的 定义 ) 


另 一 侧 分 配 律 的 验证 是 类 似 的 . 

总 之 ,( 民 , 守 ) 是 交换 群 ,RR 乘法 加 满足 结合 律 ,@ 和 间 满 足 分 
配 律 .所 以 ,( 玉 , 井 ,@O) 是 个 环 . 1 

定义 设 民 是 个 环 ,4 是 RR 的 理想 . 有 商 群 尺 = R/4 中 规定 

(ae+A)GO(HA)= 地 +A，a+AI6+AER 丽 

得 到 的 环 {RR, 提 , 久 ) 称 为 是 环 (R, + ,*) 对 理想 A 的 商 环 ,或 称 
剩余 环 . 

例 1 讨论 整数 环 (1, + ,*) 的 所 有 商 环 . 

任 取 工 的 一 个 理想 A， 

如 果 A=I, 那 么 I 对 A 只 有 一 个 陪 集 , 即 A, 也 就 是 IA 只 
有 一 个 元 素 , 可 以 用 数 0 作 代表 元 ， 

(0+A)#(0+A)=0+A, (0+A)O(0+A)=0+A. 

如 果 入 仅 含 一 个 元 素 ,A= 101. 那 么 每 个 整数 mx 1 都 单独 
组 成 1 对 10| 的 一 个 陪 集 { mj .在 商 环 WI0} 中 ,1m!=m+101, 且 

Cm + 01)# (n+ 101)= (m+n)+ {0), 
{m+ {0 + 101 = mn + 10}. 

一 般 情形 ,车 4 = (n), 2 天 0，n 取 1. 让 我 们 回顾 一 下 在 第 二 
章 84 和 第 一 章 §3 已 经 讨论 过 的 事实 、 

首先 ,得 1 对 A 的 商 集 ， 

I=I.= [0],{1],…,[n -1]}, 
其 中 
[0]=A=t, ~ ,0,7n,}, 
[1]=1+A=1 -ntl,0,n+1, "i, 
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[x-1]=(n-1)+A=1,—1,n-1,}. 


其 次 ,自然 地 得 到 工 上 的 加 法 作成 商 群 
[aj+[8]=[at+b], 
也 就 是 (a + A)+ (85+A)=(a+6)+A. 


最 后 ,现在 又 自然 地 定义 1 上 乘法 成 商 环 
(at+A)(b+A)=ab+A, 


也 就 是 [a ][5]= [cb]- 
待 别 地 , 取 n=5. 看 商 环 I=H(5). 记 
I=1[0],[1],[2],[3],[4]}, 
它 自然 地 有 黄 个 二 元 运算 ,运算 表 是 
_ 加 0 1 2 3 4 
0 1 2 3 4 
1 [1 2 3 4 0 
2 2 3 4 0 1 
3 3 4 0 1 2 
4 4 0 上 2 3 
乘 0 1 2 3 4] 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 1 3 
3 0 3 1 [4 2 
4 0 4 3 2 1 
例 2 所 有 形 如 
( ) a,5,c 实数 
的 2 阶 方 阵 的 集合 是 实 的 2x2 全 阵 环 的 一 个 子 环 , 记 为 R. R 中 


所 有 形 如 
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习 


人 下 aa 


的 矩阵 的 集合 A 是 R 的 理想 . 
这 是 因为 ,A 六 他 陈 下 法 封 半 .A 是 R 的 加 法子 吾 . 对 任意 
人 js (o ojs^， 
| oo) 
jl 人 ojs4 


因为 R 的 任意 元 


arc a 0 
二 及 = +A, 
( ,] (, 中 


即 RIA 的 每 个 陪 集 均 可 由 一 对 角 短 阵 作 代 表 元 素 . RIA 的 运算 


(jel a 


« 0 c 0 ac 0 
(‘0 je oh 人 we 
例 3 如 同上 节 之 例 9 一 样 ， 用 了 代表 所 有 实 系数 多 项 式 在 
天 村 证 的 和 令 ， 
= |f(x)EP|f(a)=0, a 为 固定 实数 j . 
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也 就 是 说 ,A 是 P 中 所 有 以 实数 a 为 其 一 根 的 多 项 式 的 集合 . 
车 f(z),g(z)EP, 则 f(a) -g(a)=0, f(x)- g(r)EA. 
车 f(z)EA, 有 (zr)EA, 则 f(a)hn(a)=0. 赦 
fr)h(r)=h(zr)g(r) EA, 
有 A 为 P 的 理想 . 
我 们 知道 ,多 项 式 (x) 以 a 为 其 一 根 之 充分 必要 条 件 是 
工 -a 整 除 k(z), 即 有 g(x)E€P 使 
k(x)= (za)gtr). 
所 以 ,A=1E(xz)EPIE(z)=(z-a)g(x), 对 某 g(x)EP}. 
任 取 h(xz)EP, 看 陪 集 h(xz)+ A. 用 x 一 a 除 多 项 式 h(x) 
得 
hr)=gCr)(r -a)te, 
其 中 e 是 个 实数 ,由 于 q(x)(xx -a)€A, 故 
h(x)tA=c+tA, 
即 P 了 对 A 的 陪 集 恒 可 由 一 常数 多 项 式 作 代 表 元 素 . 任 取 PjA 的 
两 个 元 素 


c+tA， dd 十 站 
在 PjA 中 的 运算 是 
(ec+4)#(d+A)=c+d+A， 
{c+ AJO(d +A)=ed + A. 
商 环 这 一 概念 是 环 论 的 核心 概念 ,读者 一 定 要 从 集合 、 等 价 关 
系 、 商 集 、 商 群 逐步 过 渡 , 正确 理解 商 环 中 元 素 的 形式 ,运算 的 由 
来 . 
例 征 1 设 尺 是 个 环 , 子 集 
S=la€ER|Ia=xy- yr, xr,yE RI. 
令 A=(S). 证 明 : RIA 是 个 交换 环 . 
证 阴 因为 0=0.0~0-:0E€ S, S 非 空 ,(S) 有 意义 . 
任 取 R/A 中 元 素 , 即 R 对 A 的 陪 集 4+A,，v+A 必 有 
(utA)(vtA)-(vtA)(ut+A) 
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=(uwtA)- (vtA) 《RIA 中 乘法 定义 ) 
=(uv— vu)+A 《RIA 中 加 减法 定义 ) 
=0+A (uv -wuE SEA) 
而 4A=0+A 万 是 环 Rj/4 的 等 元 素 , 故 有 
(un+A)vtA)=(vtA)(ut+A), 
这 说 明 RiA 是 个 交换 环 1 
对 任意 环 R 而 言 ,R 本 身 和 {10} 都 是 R 的 理想 ,通常 称 它们 
为 R 的 平凡 理想 . 
如 果 环 R 只 有 两 个 理想 R 和 各 {0| ,那么 尺 的 商 环 极为 明了 ， 
这 种 环 称 为 单 环 或 单纯 环 . 比如 例 1 中 环 
1={[0],[1],[2],[3],[4]} 
元 数 为 5, 它 的 加 法 子 群 只 有 工 和 |[0]} , 它 的 理想 也 只 有 其 本 身 
和 |[0]} 
例题 2” 所 有 实 的 x 阶 方 阵 在 佐 阵 加 法 和 乘法 之 下 和 构成 的 
环 M,, 是 个 单 环 . 
证 明 我们 假设 M,、, 有 个 理想 A 不 等 于 理想 | O,, |(O,x。， 
为 n 阶 零 矩阵 ) ,来 证 明 A 必然 就 是 理想 Mx, 本身 . 
A 短 10,x,1, 节 A 除 零 短 阵 O,x, 还 要 包含 另外 的 逢 阵 
DEA, 


D= py arEy 天 Do 
其 中 E, 是 第 i 行 第 7 列 之 学 家 为 1, 其 余 元 素 均 为 0 的 那个 矩阵 


1 0 … 0 0 1 0 … 0 
0 0 %… 0 0 0 0 … 0 

Eun=|. : :Epo=|: :， . : |， 
0 0 0 0 0 0 0 


既然 矩阵 D 关 0, 它 至 少 要 有 某 一 个 元 案 不 等 于 0, 设 
an 天 0， lkEn, ILEn. 
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我 们 利用 A 的 减法 封闭 性 和 冬 积 的 特殊 性 来 证 明 A 必 会 所 
有 甜 阵 . 
注意 到 乘积 
EEm 
具有 当 j 关 p 时 才 不 为 0, 等 于 Eu ,而 y 关 pp 时 ,该 积 但 为 零 和 矩阵 . 
由 于 DDE A, A 为 理想 , 故 
EuDE = avEs EA. 
再 由 wu 关 0, 设 为 入 等 短 陈 ,用 aw'E 左 乘 上 面 矩阵 , 仍 应 有 
FE Eu = EvEA. 


进一步 ,对 任意 矩阵 F. ,由 于 
E, = EsEwuE,, 
且 EEA, 故 EEA. 
最 后 ,对 Mx ,中 任意 算 阵 
B= DE,, 

国 为 EA, 6s = (BE)E; 忆 A, 对 所 有 i, 都 对 , 故 它们 的 
和 B 也 在 A 中 . 1 
例题 3 设 (R,+,*) 是 个 环 ,一 是 只 上 的 一 个 等 价 关 系 , 且 
(1) 如 果 a~5, 那 么 ,对 任意 cER, 均 有 +e~b+e， 

(2) 如 果 a~5, 那 么 ,对 任意 cE€R, 均 有 ac~bc, ca~ cw， 
则 ,元 素 0 所 在 的 等 价 类 K =|zER|x~0l 是 R 的 一 个 理想 . 
证 明 任 取 an,5EK, 即 
a~0, b—0, 
将 左 式 两 端 同 加 ( 5) 得 
a=at(-b)~0t(-6)= -6. 
将 右 式 两 端 同 加 ( -56) 又 得 
0=6+(-6)~0+(-6)= -6. 
由 传递 性 知 a 一 6~0, a -bEK. 
任 取 a€EK 及 rE€ER, 由 于 a~0, 有 
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rm~r0=0, ar~0, 
也 就 是 ra ,ar€ K. 
K 为 R 的 理想 ， 1 
关于 一 个 理想 和 它 导出 的 商 环 之 闻 的 关系 ,在 第 五 章 还 要 这 
入 讨论 ,本 节 主 要 是 让 读者 搞 清楚 商 环 的 定义 和 元 素 形式 ， 
例题 4 用 Ma(D 代 表 所 有 元 素 都 是 整数 的 2 阶 方 阵 作成 的 
环 .用 Ma( 已 ) 代 表 所 有 元 素 都 是 偶数 的 2 阶 方 阵 作成 的 环 . 先 证 
明 Ma(B) 是 Ma 人 (的 理想 ,将 给 出 商 环 Mi (DJA:( 世 的 结构 ， 
证 明 M,《E) 是 M; (了 ) 的 理想 一 事 读者 可 以 作为 简单 练习 
白 证 . i 
任 取 一 个 整数 矩 隆 A E€ M,(D， 
A= 人 外 abscydED 
刀 或 为 奇数 或 为 偶数 , 户 或 为 奇 数 或 为 偶数 …… 有 16 种 不 同 的 可 
能 . 
奇偶 偶 偶 
4-{m 他 A-( 罚 全 


0 1 0 0 0 1 0 
Ds= ,Ds= , De= ,D1= ， 
‘ 0 Ds 上 0 De | 1 D; fa 1) 

0 1 10 0 101 jl 
Pi=fo 让 pf 中 pe- oj- pn= (1 中 
101 0 四 /1 
por 中 pa 小 Du- 人 1). ou=( 可 


我 们 用 也 代表 商 环 M,; (IT)/ Ma (下 ) 中 的 元 素 
D, + M,(E). 
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因为 每 个 整数 a 总 可 写 出 2 + 0 或 22 +1, 因 此 ,任意 4E 
Ma(D 总 可 写成 
A=B+D,， 某 个 D,， 
而 BE M2,(E). 也 就 是 A+ M,(E)=D,+M,(FE). 
这 说 明 , 商 环 M: (DAM:(E) 上 共有 16 个 元 素 ,由 Do，…， 
Die 可 完全 代表 之 .其 加 法 运算 表 是 (结果 中 将 万 都 省 掉 , 再 由 加 
法 交换 性 ,我 们 只 将 表 填 上 半 部 )， 


加 ib, 万 万 5D, D, Ds Ds D, Ds Ds Pu Du Dr Da Dy Ds 


Do 1 2 34 56 78 9 101 12131415 
Dl 0 3 

D2 3 0 

D3210 

Dl4 5 1110 0 

D5 4 1011 1 0 

Dl6 7 148 9130 

D76 814139 10 
Dl8147 6 1215320 

Ds|9 13 15 12 74 55100 


6 
3 21215980 
Dlli10 4 52 31512131410 
五 8141011436 70 
Dal139 121576 54111148 20 
Dil48 6 7151223 111395 
了 52913148117352761340 
亢 环 M, (DVNW2( 巨 ) 的 乘法 表 的 计算 工作 量 略 大 些 ,只 要 记 
住 ,矩阵 某 元 素 为 2 时 ,可 将 2 换 成 0, 等 价 关 系 不 变 . 我 们 只 计算 
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EE ew 


21 0 上 2 0 
故 Da*Dw=Du. 1 
读者 可 以 自己 再 计算 几 项 . 
习 题 三 


1。 整数 环 工 对 于 它 的 理想 (9) 所 作 的 商 环 
3= 14[0], [01,52],031,[4],{5],56],[7], [8] 

中 ,哪些 元 是 单位 ,哪些 元 是 零 因 子 , 哪 些 元 的 (加 法 ) 周 期 是 3, 哪些 元 的 加 
法 周期 是 9? 

2. 在 整数 环 I 对 它 的 理想 (16) 所 作 的 商 环 J(16) 中 ,含有 IT(16) 的 单 
位 的 子 环 只 有 (16) 本 身 . 

3.， 设 。 是 环 R 的 恒 等 元 ,7 是 的 理想 ,证 明 :e+ 了 是 商 环 Ri 的 恒 
等 元 ,进一步 回 ,车 了 是 只 的 理想 ,R/T 有 恒 等 元 ,那么 R 一 定 有 恒 等 元 吗 ? 

4， 设 了 是 环 R 的 理想 ,IT 天 只 .如 果 及 为 无 等 因子 环 ,那么 R/T 一 定 为 
无 零 因子 环 吗 ? 如 果 商 环 RI 为 无 等 因子 环 , 环 R 就 一 定 为 无 零 色 子 环 吗 ? 

5.， 设 了 是 环 尺 的 理想 .车 了 的 每 个 元 素 的 加 法 周期 都 有 限 ( 即 对 每 个 
ET 必 有 一 个 正 整数 使 得 wr =0), 且 商 环 RIT 的 每 个 元 素 的 加 法 半期 也 
都 有 限 .证 明 : 环 R 的 每 个 元 素 的 加 法 周期 都 有 限 . 

6 ，《 在 阅读 例题 2 中 因 符 号 繁杂 而 感到 困难 的 读者 可 做 如 下 题目 ) 
证 明 : 所 有 实 的 2 阶 短 阵 构成 的 环 M2、z 是 个 单 环 . 
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§4 环 的 同 态 映射 


设 (R,+ ,*) 是 个 环 ,(S,# ,中 ) 也 是 个 环 ,我 们 知道 ,作为 加 

法 群 ,如 果 有 R 到 S 的 映射 q, 对 任意 a,5ER 都 有 
plat+b)= pla)#¢(b), 

则 gp 相当 本 质地 反映 了 RR 的 加 法 和 S 的 加 法 结构 上 的 相似 性 ( 特 
别 是 y 为 满 射 时 ,这 个 ? 就 是 一 个 (及 ,+ ) 到 (S, 井 ) 的 群 同 态 映 
射 》. 在 第 三 章 已 做 了 比较 充分 的 讨论 . 

现在 ,R 和 S 除了 分 别 都 有 加 法 运算 + 与 # 外 ,它们 还 都 有 
乘法 运算 ' 与 加 .作为 环 ,希望 能 够 建立 R 到 S 的 这 样 的 映射 , 它 
不 仅 保证 了 加 法 结构 上 的 相似 性 ,也 要 保证 有 乘法 结构 上 的 要 似 
性 . 

这 就 提出 了 建立 环 的 向 态 映射 的 要 求 . 

定义 1 没 (R,+, 和 (S,#，, 加 ) 都 是 环 ' 民 到 S 的 映射 p 
称 之 为 R 到 S 的 环 同 态 映 射 ,如 果 对 任意 < ,5 拭 尺 恒 有 

glath)=p(a)# pg(8), peo)=pfa)GO9(5). 

特别 地 , 当 gp 是 满 射 时 , 称 S 是 R 的 同 态 像 . 当 p 是 满 射 又 是 单 
射 时 ,说 g 是 R 到 S 的 环 同 构 映射 . 

如 果 能 在 环 R 和 环 S 间 建 立 一 个 环 同 构 映射 , 则 说 尺 和 S 
是 同 构 的 , 记 为 R 宇 S. 

例 1 如 同上 节 例 3, 用 P 代表 所 有 实 系 数 多 项 式 在 通常 多 
项 式 加 法 和 乘法 之 下 构成 的 环 , R 是 实数 环 . 取 一 固定 实数 4, 建 
立 卫 到 RR 的 映射 p, 令 每 个 多 项 式 f(x) 对 应 实数 f(a), 即 

pif(r)r f(a). 
由 于 ,对 任意 f(x),g(z)EP 恒 有 
glf(r)g(r)) 
=f(a)g(a) (g 的 定义 ) 
=p(f(r)) (g(a)), (g 的 定义 》 
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且 , 同 时 有 
plf(z) + g(r)) 
=f(a) t+ g(a) 《9 的 定义 ) 
=9p(f(r) + plg(x)), (9 的 定义 ) 
故 ,g 是 忆 到 RR 的 -一 个 环 同 访 映射 
还 可 以 证 明 p 是 满 的 .对 R 中 任意 实数 5, 看 多 项 式 
f(z)=rt+(b -a), 
即 知 
fla)=at+b-a=b; 
从 而 p(f(z))=6. 即 RR 中 任意 数 都 是 某 个 PP 中 多 项 式 在 gp 之 下 
的 像 . 
例 2 在 第 一 节 之 例 3 中 , 取 n=3. 旧 


b=10° ,1" ,2"|, 
为 区 别 起 见 , 把 I. 的 运算 暂 记 为 站 各 . 
# | 0 1 2° 加 |0 1 2 
0 oo 1 2 0° 1o oo 0 
1 2 0 1 0 1 2 
2 12 0 1 2 0 2 1 
具体 运算 是 


i #4j"=k", it+j=3z+h, 0&k<3, 
i Oi" = ixj=3y+l, 0&l<3. 
现在 ,建立 整数 环 1 到 开 的 映射 p, 对 任意 mE 王 用 3 除 mm 


得 
m=39tr, 0<r<3, 
这 个 > 是 由 zm 唯一 确定 的 , 令 g(m)=7* , 即 gp:m>r. 
任 取 mx,nE1, 设 
m=3g+r, Or<3, 
n=3pts, Os<3, (1) 
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ri+s=3rz+u, Ou<3. 
则 有 
m+n=3(p+tqtx)+u, 0&u<3, 
套 pg(m+n)=w". 
另 一 方面 ， 
plm)# p(n)=r" 提 s” 《9 的 定义 ) 
一 中 《运算 # 的 定义 ) 
所 以 ,plm)# p(n) = p(m+n). | 
这 段 验 证 方法 读者 应 该 是 熟悉 的 ,因为 在 讲 群 的 同 态 理论 中 
涉及 过 . 
再 来 验证 g 与 乘法 的 关系 , 接续 (1) 式 ,再 设 
rxXs=3yt+w, OSvu<3, 
就 有 
mxXn=3gqXst+pXrjt3pXg+3y+t+v, 
且 0<o<3, 套 pg(mXn)=w'. 
而 且 
pm)Op(n)=r" Os (gp 的 定义 ) 
=v", (运算 器 的 定义 ) 
所 以 ,gp(mxXn)= gm)O p(n). 
例 3 研究 §3 之 例 2. 环 R 是 所 有 形 如 
人 人， ,b,c 是 实数， 
的 矩阵 构成 的 环 . 令 


arc a 0 
°:(6 5 六 (5 外 
这 是 尺 到 只 的 映射 .县 对 R 中 任意 两 个 矩阵 
a CC 和 TO 
( 中 人 外 
恒 有 
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ls ojo 


ed (矩阵 乘法 定义 ) 
站 的 ») (9 的 定义 ) 
OY nm 


-9( 人 (人 人才) (的 定义) 
同时 | 


"lo orlo 


-ol “ (矩阵 加 法 之 定义 》 
=-( 本 本 Co we 
= 人 人 °) (矩阵 加 法 之 定义 ) 


-2 人 (和 )). 《sp 的 定义》 
也 以 是 民 到 和 已 的 一 个 网 态 吴 笑 , 它 不 是 注射 ,因为 及 中 任何 
矩阵 在 .p 之 下 均 不 对 应 短 阵 ~" 


bo) 
而 且 , 9 也 不 是 单 射 ,因为 
ro o-oo =-(。 中 
例 4 研究 环 L 和 五 .为 区 别 直 见 把 中 元 素 上 的 * 号 换 成 
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h=10° ,1 ,2° ,3° 1, k={0,11. 
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gp(0°)= 92")=0, pg(1')=p(3')=1° 
也 就 是 说 ,对 任意 i* El ,i 为 偶数 时 ,gli" )=0";i 为 奇数 时 ， 
gi )=1. 
现 断 言 p 是 个 同 态 映射 
对 任意 7 ,六 各 和, 设 1 "=r , 即 
itj=47+r, Or<4. (2) 
如 果 纪 和 j 的 奇偶 性 相同 , 则 > 为 偶数 . 故 
pi" 47 ) 
=¢(r) (I 中 加 法 定义 ) 
=0° ( 的 定义 ,> 为 偶数 ) 
gpg(i")+g(j'). 《两 项 局 时 为 0" 或 同 为 1") 
如 果 i; 和 i 奇偶 性 不 同 ,(2) 中 x 必 为 奇数 , 故 


pi +7") 
=p(r") (4 中 加 法 定义 ) 
=1° {gp 的 定义 ) 


二 9(i”)+g(j").， (两 项 一 为 0 ,一 为 二 ) 
间 样 ,再 设 2" X7 = 上 ，, 即 
ixXj=4p+t, 0<t<4 (3) 
车 ; 和 j 至 少 有 一 个 为 偶数 ,不 妨 假 定 i 为 偶数 ,于 是 : 为 偶数 ， 
且 . 


pi xi") 
=9p(t") (I 中 乘法 的 定义 ) 
=0° (g 的 定义 ,t 为 偶数 ) 
=0°xg(") (0" 是 零 元 素 ) 


9p(i)xglj').， (gg 的 定义 ,i 为 偶数 ) 
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若 i 和 j 都 是 奇数 , 则 (3) 中 上 亦 为 奇数 , 故 
pi” Xj") 
=p(t") (0 中 的 乘法 的 定义 ) 
=1" (gp 的 定义 ,z 为 奇数 ) 
= p(x gl). (gli )= p90 )=1°) 

所 以 ,gp 是 1 到 了 的 满 的 同 态 . 

设 是 环 (R,+,*) 到 环 {S,# ,四 ) 的 环 同 态 映射 . gp 首先 是 
交换 群 (R, + ) 到 交换 和 群 (S,#) 的 群 同 态 映 射 . 我 们 可 以 把 第 三 
章 中 得 到 的 关于 群 的 同 驴 的 各 种 结论 全 部 搬 到 这 里 来 . 例如 ， 

(1) 设 0 是 民 的 零 元 过 ,0, 是 S 的 零 元 素 , 则 (01)=0,; 

《2) 用 一 ,代表 R 的 减法 , -代表 ,S 的 减法 , 则 对 任意 a， 
5 所 民 恒 有 gla- 1b)= pa) -ppb 光 

(3) 对 任意 整数 m1 ,有 

plma)=mgp(a), a€ER. 

又 比如 , 环 同 态 映射 gq 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 它 作为 群 同 
态 映 射 时 为 单 射 ;而 群 同 态 映 射 为 单 射 的 充 要 条 件 是 它 只 把 零 元 
素 变 成 零 元 素 . 所 以 ,我 们 讨论 环 同 态 时 要 不 断 地 利用 群 论 中 的 成 
果 , 同 时 还 要 注意 乘法 条 件 的 作用 . 

先 给 出 两 个 重要 概念 . 

定义 2 设 史 是 环 (R,+，) 到 环 (S,#5@) 的 环 同 态 映射 ， 
那么 , 称 集合 

Img(g)=fsE€S| 有 rER 使 ;= Pr) 

为 映射 p 的 像 , 称 集合 
. Ker(g)= {rE Ri p(r)=OF 
为 映射 的 核 . : > 

命题 1 设 9 是 环 (只 ,+，) 到 环 (S, 间 ,@) 的 环 同 态 映射 
那么 p 的 像 Img(9) 是 环 S 的 子 环 . 

证 明 对 任意 =,yEImgf92), 设 
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X=pla),y= pb), a,bER, 
于 是 
y= 9a) pg(b)=9(a -0)EImg(y), 
Oy= pla pH)= pa-b) EImg( 9p), 
即 Img(y) 对 减法 和 乘法 均 封 闭 . 故 img(P) 是 环 S 的 子 环 . | 
一 般 地 ,Img( gq) 未 必 蚌 环 S 的 理想 . 例 3 中 的 同 态 映射 q 的 
像 即 所 有 实 对 角形 2 阶 和 矩阵 的 集合 , 它 不 是 R 的 理想 .天 为 ,有 
(0 ©) -=ec(, 0)emece), 
但 有 
1 OWM1 lV N11 
( 1)( 中 人 1) mep). 
命题 2 设 p 是 环 (R,+ ,到 环 (S,#,G@) 的 局 态 映 射 . 如 
果 9 是 满 的 , 尺 有 恒 等 元 e, 则 丈 5S 必 有 重 等 元 ,而 且 恰 好 就 是 
gp(e). 
证 明 ”在 第 一 章 就 证 明 过 ,集合 上 一 个 二 元 运算 满足 结合 律 ， 
如 果 有 重 等 元 , 则 必 唯 一 , 对 任意 x E€ 5S, 由 于 p 是 满 射 , 必 有 
a 扣 民 使 得 p(a)=z- 故 


ple) Or 
=g(le)O p(ta) (9 是 满 射 , 工 = gla)) 
= 9(e'a) ( 同 态 性 质 ) 
=9(a) (e 是 RR 的 恒 等 元 ) 
=z. (z= 9(a)) 
同 理 ,x gle)= 工 .所 以 p(e) 就 是 S 的 恒 等 元 束 . I 


一 般 地 ,e 是 RR 的 但 等 元 , 9 不 是 满 射 , 则 -gp(e》 未 必 是 S 的 
恒 等 元 .例如 , 民 ) 是 所 有 实 的 对 角 2 阶 和 矩阵 构成 的 环 , S, 是 所 有 
形 恕 


( 路 ， a 为 实数 
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构成 的 环 ,映射 


ra 是 


显然 是 Ri 到 Si 的 环 同 态 . 元素 
1 0，H10 
el 小 = 人 0) 
恰 为 S; 的 恒 等 元 ， 


但 是 ,我 们 也 可 以 说 gq 是 R, 到 Ri 的 环 同 态 映 射 , 而 元 素 


1 0 
(0 0) 
却 不 是 RR 的 恒 等 元 素 . 
命题 3 设 p 是 环 ( 尺 ,+，) 到 环 (S,# ,G@) 的 满 的 同 态 映 
射 .那么 ,如 果 R 是 交换 的 , 则 S 必然 也 是 交换 的 . 
证 明 任 取 上 ,ycES, 由 于 9p 是 满 射 ， 故 必 有 “， ER 使 得 
z= pla), y= gpg(5)- 于 是 


rxOy 
= pla)O pb) 《gp 是 满 的 ) 
= yp(a'5) (yg 是 同 态 映 射 ) 
=p(6a) (RR 是 交换 环 ) 
=p(b)Op(a) (g 是 同 态 喘 射 ) 
= yz. {y=q(8), r= 9(a)) 1 


命题 4 设 p 是 环 (R,+，) 到 环 (S,# ,名 ) 的 同 态 映 射 , 乡 
是 (5S, 闪 ,外 ) 到 环 (K,* ,4) 的 同 态 映射 .那么 复合 映射 %*9 是 
(R,+，) 到 (下 ,x* ,A) 的 环 同 态 映射 . -。 

证 明 复合 映射 %*9 是 群 (R, + ) 到 了 群 (K, * ) 的 群 同 态 映 
射 .同时 ,对 任意 a,5bER, 有 


(gq)(ab) 
= yp(u'b)) (复合 映射 的 定义 ) 
=ylp(a)Oo(b)) (9 是 同 态 映 射 》 
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= la AG( (sb)) (区 是 癌 态 喘 射 ) 
=(p"p) aA gp)(D). (复合 映射 的 定义 ) 
这 就 证 明了 yq 还 是 环 同 态 , 可 画 交 换 周 如 图 4 一 3. 4 
命题 5 设 9 是 环 (R,+，) 到 R 
环 (S,# ,加 ) 的 同 态 映射 ,那么 gp 的 
核 Ker(g) 必 然 是 环 R 的 理想 pg 
证 明 核 Ker(g) 也 是 p 作 
为 群 (R,+) 到 群 (S, 闪 ) 的 群 同 s 
态 的 核 . 所 以 Ker(¢) 首 先是 群 
(R, 1 ) 的 子 群 . 图 4-3 
进一步 ,对 任意 rEKer(y), aE RR, 有 
plarr)= pa pr)= g(a)00=0. 
同 理 可 得 pg(r'a)=0. 故 4a'rERer(g), ra€Ker(p), Ker(¢) 
是 R 的 理想 . i 
推论 ” 同 态 映射 8 为 单 射 的 充分 必要 条 件 是 Ker( p) = 101. 
这 是 因为 环 同 态 当然 也 是 加 群 同 态 .用 群 论 的 结论 即 可 推 得 . 
1 


ET 


K 


命题 6 如 果 A 是 环 R 的 理想 ,那么 
gi:r>rtA 
是 环 R 到 环 R/A 的 满 的 同 态 映 射 . 
证 明 (R,+ ，) 是 个 环 ; (4,+，') 是 它 的 理想 ,作为 群 来 
看 ,在 第 三 章 ,我 们 已 知道 
PiaratA 
是 (RR,+ ) 到 商 群 RjA 的 群 同 态 映 射 ,而 且 是 个 满 射 ,进一步 ,把 
RR 和 RiA 作为 环 ,看 他 们 的 乘法 ,还 有 


plab)=abtA (g 的 定义 ) 
=(e+4)(p+A) (RIA 中 乘法 定义 ) 
= 一 9p(eyp(6) (gq 的 定义 ) 
所 以 ,映射 p 还 是 满 的 环 同 态 映 射 . 1 
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命题 6 中 建立 的 尺 到 RiA 的 映射 g 道 常 称 为 R 到 RRiA 的 

定理 设 /是 环 (R, +,*) 到 环 (S, 间 ,@) 的 满 的 环 同 态 映 
册 , Ker(/)= 4A. 那么 RIA 同 构 于 环 (S,#,G). 

证 明 首先 ,是 群 (R,+ ) 到 群 (S,* ) 的 满 的 群 同 态 映 射 . 
由 第 三 章 $4 的 关于 群 的 同 态 基本 定理 的 证 明 , 可 以 看 到 

gp: 十 Ara) 

足 群 RjA 到 群 S 的 映射 , 它 与 陪 集 a + A 的 代表 元 选择 无 关 . 

进而 还 知道 p 是 群 RiA 到 群 6S ,# ) 的 群 同 态 映 射 - 

同时 ,9 是 满 射 又 是 单 射 . 

现在 ,我 们 来 看 乘法 .有 

9E(e 十 和 )(5 二 全) 


=p(a'bp+A) (RIA 中 乘法 定义 ) 
=f(a'b) 《9 的 定义 》 
=/(a)O f(s) 《了 /是 环 同 态 ) 


=pP(a+A)Op(TA4) (9 的 定义 ) 
也 就 是 说 ,对 任意 a + A,5b + AE RIA 人 恒 有 
pllatA)B+A)= yat A b+ A). 
9 是 RIA 到 S 的 环 同 态 映 射 ,而 且 是 个 双 射 , 即 yq 是 同 构 映 
射 , RIA 同 构 于 S， 1 
通常 把 命题 6 和 上 面 的 定理 合 起 来 称 为 环 同 态 基本 定理 . 它 
充分 反映 了 环 的 同 态 与 环 的 理想 的 内 在 联系 , 它 有 许多 重要 应用， 
是 进一步 学 习 和 研究 环 理论 的 基础 . 
我 们 看 些 例子 . - 
例 5 本 节 例 1, 实 系数 多 项 式 环 P 到 实数 环 R 的 映 英 
p:f(r)> /f(a) 


是 个 满 的 同 态 映射 . 且 
Ker(g)= {gtr)€EPlg(a)=0}, 
由 同 态 基本 定理 ,得 Pi/Ker( gp) 宇 R (4) 
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在 和 3 的 例 $ 中 已 经 知道 
Ker(g)= {g(x)EP|.r -wu 整除 gtx)|. 
如 果 再 看 {z+ 一 a) 在 P 中 生成 的 理想 ((x ~ a)). 那么 ,任意 
g(r)EKer(g), -a 整除 g(x), 必 有 g(xr)EP 使 g(x)= 
{rz 一 a)g(xz), 从 而 
2XTIEL- a)). 
反之 , 辣 g(x)E((r 一 a)), 由 于 请 是 有 和 恒 等 元 的 交换 环 ,可 设 
B(x)=k(r a th(r)( ra)t (ra)i(r) 
+ Durr rr), 
它 可 以 合并 成 g(x)= gr) (ea). 这 说 明 g(a)=0, g(x)€ 
Ker(g). 所 以 ,Ker(g)=((.r 一 a)). 同 爸 式 (4) 就 是 
Pl{ (x — a))SR. 
俩 6 把 本 节 例 2 之 ”=3 的 2 换 成 任意 正 整数 . 建立 整数 环 
I 到 工 的 映射 g, 对 任意 mm EL 用 除 m， 
m=ngtr, Or<n, gm>r'. 
则 pg 是 1 到 工 的 满 的 同 态 映射 . 
计算 


Ker(g)= 4, -nD0,n, i=). 
由 环 的 同 态 基本 定理 ,得 
HD)EL,. {5) 
我 们 在 前 面 曾 把 1 对 (n ) 的 商 集 写成 ,或 1, ,元 素 分 别 记 为 [0]， 
[1,…,[n 一 1. 故 (5) 也 就 是 工 , 洋 4 ,5 实 L,. 
例 7 在 所 有 实 的 2 阶 矩 阵 构成 的 环 M,、; 中 , 子 环 


R-|ienaiK=( 中 


:ear 人 中 


了 3 
如 同 本 节 之 例 3 所 示 , 映 射 
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fa ce a 0 
“lo 人 
是 刃 到 S 的 环 同 态 映射 ,而 且 是 满 的 
ke(oO=|LexpalL= 人 0 3 儿 
由 同 态 基 本 定理 . 知 RiKer(p) 守 5S. 
例 8 本 节 例 4:9 是 到 下 的 满 的 网 态 喘 射 , 旦 
Kerp= 10 2. 
由 环 扬 态 基 本 定 怪 , 得 L110’ ,2 1SE、 
例题 1 设 (R,+，) 和 (S,#, 铝 ) 都 是 环 ./ 是 R 到 S 的 满 
的 坏 同 态 映射 ,Ker{ 了) = 4. 绸 设 


Yir>rt+A 
是 情 到 RIA 的 自然 同 态 .那么 ,基本 定理 证 明 中 建立 的 RIA 到 S 
的 同 构 映射 p， 
pi:rtiA>/(r) Rg 
恰好 使 得 /= gp。y, 也 就 是 下面 
的 转 4-4 可 交换 
证 明 ”在 第 三 章 $4 中 , 作 
为 例题 ,我 们 已 经 看 到 ,对 任意 ， s 
au 和 及 , 恒 有 RA 
{p*7)(e)= fa). 图 4~4 


也 就 是 f= pe7. 不 过 ,那里 的 /,y 和 和 7 都 是 加 法 群 的 群 同 态 决 
射 .现在 ,给 出 的 了 和 y 都 是 环 的 周 态 映射 ,又 证 明了 wg 也 是 环 的 
同 态 喘 射 ,得 到 的 f= p*7 就 是 环 同 态 映 射 的 等 式 了 1 
例题 2 设 yp 是 环 R 到 S 的 一 个 同 态 映射 .如果 了 是 环 S 的 
一 个 理想 ,那么 B 的 原 像 ， 
p(B)={r€ERIp(r)EB! 
非 空 ,而 且 是 R 的 一 个 理想 . 
证 明 任 取 xz,yEp '(B), 即 p(x),p(y)EB. 由 于 B 是 S 
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的 理想 , 故 p(x) p(y)EB; 从 而 
plr-y)=pr)- (WEB, 
3yEp (8B). 任 取 xEq (BB), rER. 由 于 wlr)EB,B 是 
理想 , 必 有 g(r)p(r)EB; 从 而 
plrr)= pr)p(r)EB, 

rrEF (8B) '(B) 是 R 的 理想 

下 面 介绍 我 同 数学 家 华罗庚 证 明 过 的 一 个 有 趣 的 题目 . 

例题 3” 设 民 是 个 丈 ,o 是 尺 到 民 的 -个 变换 ,对 任意 a ,6 
毛 尺 恒 有 有 


olath)=o(a)t+a(b), 
而 几 ,任意 取 定 一 组 ,yE RR, olxy) 只 有 两 种 可 能 
glxy)=a(z)o(y) 或 ory)=aly)a(x). 
那么 ,, 对 所 有 组 u,vE R 而 言 ,必然 全 体 一 律 满足 
olun)=o(u)olv), 
或 者 ,全 体 一 律 满足 o(ww)= ov)a(w). 
分 析 首先 要 把 题 意 弄 清 楚 .条 件 是 对 任意 取 定 的 一 对 元 素 
sy 及 , 均 必 有 
azy)=a(zjoly) 或 co(zy)=c(Cy)a(z)， 
当然 也 可 能 两 个 等 式 同时 成 立 , 如 果 另 外 再 取 一 对 元 素 s ,+ € RR， 
它们 亦 会 有 
g(t)=o(s)alt) 或 alst)=a(#)ol;s), 
当然 也 有 了 两 式 同 时 成 立 的 可 能 . 
这 个 条 件 ,表面 上 看 ,很 可 能 出 现 这 样 的 情形 , 即 
alxy)}= or)a(y), ol(ry)F¥o(y)a(z), 
olst)=o(t)o(s), olst)Ao(s)olz). 
即 并 非 “全 体 一 律 "的 情形 .我 们 就 是 要 否定 这 种 情形 的 出 现 . 
证 明 用 反 证 法 .如 果 两 种 "全体 一 律 " 情 形 均 不 对 ,必然 有 
工 ;,yER 和 s,:ER 使 
oxy)=o(r)o(y), olry)¥a(y)o(x), 
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aflst)=cftjafs)， alst) 天 (soft)， (6) 
现在 看 a[(s+z)y], 由 所 给 条 件 ,应 有 
ol(st ar)yl=o(s + rely) =o(s)oy) + olr)oly), 
或 者 
zf(s+z)y]=aly)atvy+rz)=a(y)afs)+a(y)z(z). 
如 果 是 efC(s+z)y]=afs)z(y)+atr)aty), 由 于 
ol(s1 zr)yl=aolsy) to(ry), olzry)=o(r)o(y), 
知道 必 有 
olsy)= a(s)aly). {7) 
如 果 是 at(s +x)y]=oly)els)+oly)alx), 册 于 已 知 
afzy) 天 cf(y)a(zr)， 
必得 o(sy) 关 oly)ols), 也 必 有 有 
olsy)=o(s)a(y). 
闻 理 可 证 ， 
oxt)=o( xr)oalt). (8) 
讨论 zf[stt+y) 和 af[(s+z)i 又 得 
gl(sy)=a(y)ols), (zt)=a(r)cfz) 
最 后 ,看 of(x+s)(yr1)], 有 
ozyt syt+ zt + st) 
=o(2y) to(sy) + olzt)+ olst) ( 题 设 ) 
=a(x)o(y) to(s)o(y) tar)alt)t alt)a(s) 
( 见 (6),(7),(8)) 
天 ao(z)c(y)+aly)a(y)+a(z)att)+a(s)c(e) 
《cft)afs) 天 af(s)a(t)) 
=o(z+s)a(t +y), 
即 cf(z+s)(y+t)] 天 (zt+sjz(t+o), 同 理 , 又 必 有 
ol(x+ts)(yt ezo(y+ ar +s). 
这 与 题 设 蔬 盾 . 1 
例题 4 在 实数 域 玉 上 4 阶 全 阵 环 M,,s(R) 中 ,所 有 形 如 
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的 知 阵 的 集合 记 为 S. 
先 来 说 明 :S 基 MUR) 的 一 个 子 环 . 看 其 中 4 个 矩阵 


00 9 | 

二 oo o -i 

lo o 1 0j 

‘0 0 -10| [00 0 -1 
ja 0 0 glo 0 -i 0 | 
i1 0 0 0 0 1 0 "| 
lo -1 0 ol b 0 0 0 


由 于 对 任意 AE S' 如 x* ,人 恒 有 
A=ali+hltd rdK, 
所 以 ,S' 对 矩阵 减法 是 封闭 的 .注意 到 [4,1,J ,K 的 乘法 表 


| [了 
I Ta T 了 K 
I 了 一 站 K 一 了 
J J -kK -J 了 
K K J 一 上 -1 


容易 看 出 S 对 矩阵 生 法 也 是 封闭 的 .所 以 ,S’ 是 个 环 , 
进一步 ,证 明 : 环 S 同 构 于 $2 例题 2 中 的 丈 S,S 是 所 有 形 
如 
at+bvV-i ctdv-l 
-etav 1 a-dvV -iy 
的 复 矩 阵 构成 的 环 . 
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ab, c,dER 


证 明 对 任意 AES 如 (* ), 必 可 唯一 地 表 成 
A=al+ b+d+dK. 
令 
:ae+ 本 + 可 上 + 县 ， 

即 得 S 到 S 的 一 个 映射 . 这 是 个 双 射 .由 于 le Ri 和 1， 
J 了 ,Ki 有 完全 一 致 的 科 法 表 , 就 不 难 验 证 ,对 任意 A,BES’ 必 有 
P(AB)= gp(A)p(B). 

而 p(A4 418)=g(A)+ 9(B) 极 为 显然 .所 以 ,p 是 S' 到 S 的 一 个 
同 构 映射 . t 

如 同 在 群 论 中 讨论 过 的 那样 ,我 们 也 可 以 把 一 个 环 RR 到 一 个 
集合 S 上 的 {集合 的 ) 双 射 “加 工 "成 环 到 环 的 同 构 、 

例题 5 设 (R,+,") 是 个 环 ,S 是 个 集合 ,p 是 RR 到 S 的 一 
个 双 射 ,pg “是 p 的 道 映射 .那么 ,对 任意 4a,5E S, 规 定 

a#6= ple (a)+ gg 5)]， 
aOb=plg (a) op (6)), 
则 {S,# ,@@) 是 个 环 ,p 是 环 (R, + ，) 到 环 (S, 井 ,加 ) 的 环 同 构 
映射 ， 

证 明 ”首先 应 注意 到 , 任 取 a,5ES, 由 于 9 是 双 射 , 故 有 确 
定 的 gr (aj,p-1(6)ERR, 而 玉 是 环 ,or1(e) + Pr1(6) 和 
Pp (a)"g (5) 都 是 RR 中 的 确定 的 元 案 . 从 而 

php (a)rg (hp)], gy (ap '(5)) 
都 是 S 中 确定 的 元 素 . 故 # 和 加 是 S 上 的 两 个 二 元 运算 . 

要 验证 各 种 算 律 都 极 容 易 . 仅 以 分 配 律 为 例 说 明 一 下 . 

任 取 a,5,c€ 5, 必 有 

(a#68)Oc 

一 op '(a#65).g '(c)! 《名 的 定义 》 
=plp pp ICe) 二 四 Te) 《 宁 的 定义 ) 
=pf[p (a)tgp CO) 9 '(c)| (yp 'y 为 恒 等 映 射 ) 
= 人 oa ic) + gp 1(5)'p ICc) CR 满足 分 配 律 ) 
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=plp ‘plp (a)yp DE 

(gp 'g 为 便 等 映射 ) 

=pfp (aOc}+t po '(bOc)! (的 定义 ) 

=aOc#6Oe. 《 间 的 定义 ) 

著 0' 是 R 的 零 元 素 , 则 p(0)=0 必 为 S 的 零 充 素 .因为 ,对 
任意 aES, 必 有 

a#0 一 p[p (a)+gp '(0)] 《并 的 定义 ) 


=plyp ‘(a) +0") Cp(0)=0) 

=p[y '(a)] 《0 是 民 的 零 元 ) 

=a. (gp ”是 便 等 映射 ) 

叉 , 对 任意 a€S, yg[~g (aa)] 必 为 e 的 负 元 ,这 是 因为 ， 
a#gp[-p '(a)) 

=9pfy (a)tp ep '(a))l (《 提 的 定义 ) 
一 Pio ‘(a}+-¢p (a)l (2 9 是 恒 等 映射 ) 
=9(0) (-9g '(a) 是 pg!(a) 的 负 元 ) 


=0. 
所 以 ,(S, 间 ,@) 是 个 环 . 
对 任意 a ,6 ER, 设 pla’)=a, pg(6')=45, 则 


pla’ +h’) 
=p[p pla tp ‘plb’)] (gg 'q 是 便 等 映射 ) 
=p(a )# 9p(6), (并 的 定义 ) 
而 且 也 有 
pla'*b’) 
=p[p ‘pla)'p ‘gp(6’)) (gp ' 9 是 恒 等 映射 ) 
=9(a)O (8). (的 定义 ) 
这 样 ,我 们 完整 地 证 明了 ,gp 是 环 (R 尺 ,+ ,*) 到 环 (S,#,@) 
的 同 构 映射 . I 
与 此 例 类 似 , 还 有 


例题 6 设 (R,+,*) 是 个 环 ,集合 S 有 两 个 二 元 运算 # 和 
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四 .如 果 有 集合 R 到 集合 S 的 满 的 映射 ,对 任意 a,bER 均 有 
olatb)=a(a)#o(b), (9) 
glab)=o(a) Oo(b), {10) 

那么 CS,#,@) 必 然 也 是 个 环 . 

证 明 运算 律 的 验证 仍 以 分 配 律 为 例 . 
任 取 .x,y,zES, 由 丁 ao 是 满 的 , 必 有 a,5,cE RR 使 得 


r=ala), y=0(b), z=alc). (11) 
于 是 ， 
(xr#y)Oz 

= {oa)#o(p) Oa(e) 《5 是 满 的 ) 
=a(at+b)Oa(c) ( 见 (10)) 
=offe+b)c] ( 匈 (9)) 

=a(arc the) (R 中 分 配 律 ) 
=o(a'c)#a(pe) ( 见 (9)) 


= (ola) Oo(e))#(o(8) Yale) (nN(10)) 
设 0' 是 环 R 的 加 法 零 元 素 ,o (0 )= 9E S 必 为 (S,# ) 的 零 元 
素 . 这 是 因为 , 任 取 x€5, 设 z=ol(a), a€E R, 则 
Zz#0 =o(a)#a(0') {so(0)=0) 


=o(a+0') (o 的 性 质 (9)) 
=ola) (0' 是 R 的 零 元 ) 
一 并 ， 
对 任意 xES, 设 x=ola), 则 
zx#a(~a) 
=o(a)#o(—a) (r=a(a)) 
=o[at+{-a)) (o 的 性 质 (9)) 
=o(0") (a 是 a 在 R 中 的 负 元 ) 
=8. 


所 以 ,(S,#) 是 个 加 法 群 .进而 ,(S ,# ,人 @) 还 是 个 环 . 1 
此 例题 虽然 证 明 起 来 不 难 , 但 应 用 起 来 却 方便 ,本 书 第 七 章 
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卫 


要 用 到 它 . 

为 说 话 方便 人 们 常 把 满 的 同 态 映 射 称 为 满 同 态 , 单 的 同 态 映 
射 称 为 单 同 态 ,而 环 到 自己 的 同 态 称 为 自 同 态 ( 进 一 步 ,此 同 态 映 
射 为 双 射 时 , 称 为 自 同 构 ). 

例题 7 若 整 数 m 与 整数 18 互 素 ,那么 18 一 定 能 整除 

m* 一] 

证 明 按照 例 6 的 方法 建立 I 到 ls 的 同 态 映射 g, 对 性 意 

kEL, 


k=nglr, Or<18, 
则 9 人 (Re)=z” 
因为 mw 与 18 互 素 ,18 去 除 m ,余数 只 能 是 
1,5,7,11,13,17 (1) 
所 以 ,gz) 只 能 是 Te 下 列 元 之 一 
5 7 1 上 13 ,17°. 

堵 太 与 18 互 素 ,! 与 18 互 素 , 则 太 亦 与 18 互 素 ,也 就 是 说 ， 
若 用 18 除 之 ,大 余 ri 与 2, 那么 kt 余数 亦 在 (1) 式 之 6 数 中 间 ， 
电 于 

PR)= pk) pt) = 7 EN 5 ,411 ,13° ,17° |}, 
我 们 知道 {1 ,5" ,7" ,11" ,13 ,17" {是 乘法 封闭 的 . 
再 进一步 看 ,还 有 - 
人 = (77°) =13", 1417.17"=1°, 
所 以 ,11" ,5" ,7" ,11" ,13 ,17" | 在 Ls 的 乘法 之 下 是 个 6 元 群 . 
由 凯 莱 定 理 知 它 的 每 个 元 数 的 6 次 短 均 为 1° . 

这 说 明 , 只 要 mx 与 18 互 率 , 则 yg (my)*=1" .而 y 是 同 态 映 

射 , 故 glms)=1" ,也 就 是 ms 被 18 除 时 余 1， 
18| Crm" ~—1). 1 


习 题 四 


1.《 兄 本 节 之 例 3) 求 环 尺 的 自 同 态 
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人 疡 


lu 0 0 
an 路 5 则 
求 原 像 CiAD eg- 01B1). 
2， 设 Ag 都 是 从 有 理 数 环 Q 到 实数 环 有 的 周 态 映 射 .县 对 每 iE 了 伍 
及)=g( 让 .证 明 ;f 和 4g 是 Q 上 相同 的 映射 ,也 就 是 
ADJ=wfr)， 对 所 有 zEQ 
3.， 设 /是 环 R 到 环 R' 的 辐 态 映射 ,S 是 RR 的 子 环 ,证 明 :S 的 像 /(S》 
是 环 R' 的 子 环 . 
4， 设 1 者 是 环 尺 的 理想 ,规定 /:x 一 t+ 得 到 I 到 环 RiJ 的 映射 . 
证 明 ;f 是 环 同 态 映 射 , 求 出 /的 核 . - 
5， 设 荆 是 所 有 形 如 
utby3, a,bEl 
的 实数 作成 的 R 的 子 环 . 令 
fathb/3>a- by3. 
证 明 :f 是 T 的 自 同 态 . 求 出 Ker(/),Imgt 由 ). 


§5” 环 的 直 和 


设 (R,+，…) 和 (S,#,G@) 都 是 环 .作为 集合 ,在 第 一 章 里 , 讨 
论 了 笛 卡 尔 积 尺 x S， 
RXxS={(r,s)| rER, s€E SI. 
由 于 (R ,+ ) 和 (S,#) 都 是 群 ,第 二 章 86 又 给 出 一 个 硬性 
“拼凑 "方法 ,将 集 尺 XS 定义 成 群 . 
az) (6,y)={a t+, rH#y), 
现在 ,还 可 以 由 R 的 弱 法 "和 S 的 乘法 @ 硬 性 地 引出 RXS 
的 运算 A( 仍 称 为 习 法 )， 
(gar)Ap ,y= a6, Gy) 


(人 小 5,c 是 个 实数 
的 核 . 令 
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因为 R x S 的 运算 完全 依靠 RR 和 S 的 运算 , 且 任何 运算 规律 
的 验证 都 等 于 分 别 在 R 和 S 中 验证 相应 的 规律 ,读者 容易 看 出 

(1) 《RxS,* ) 是 个 加 法 群 ,这 是 在 第 二 章 群 论 中 讲 过 的 ; 

(2) (Rx S,A) 满 足 结合 律 ; 

(3) RxS 的 运算 A 和 * 满 足 分 配 律 . 
也 就 是 说 , (R x S, x ,A) 是 个 环 .这 个 环 就 称 为 是 环 尺 和 S 的 外 
直 和 , 记 为 RGS. 

令 

R’=|(r,0)E RXS, rER}, 
S’=1(0,)ERXS, s€SI. 

那么 ,容易 看 出 ,R' 和 S' 均 为 RDS 的 理想 . 

对 照 群 的 直 积 ,可 以 看 出 ,RS 与 R“,S 有 如 下 关系 : 

(1) R' 和 5S’ 均 为 RS 的 理想 : 

(2) RS=R *S’, 即 RS 的 每 个 元 素 (7,s) 均 可 表 成 
RR“ 和 S' 元素 之 和 ,例如 {r,s) =(r,0) * (0,s); 

(3) 上 述 表示 法 ,对 每 个 玉田 S 中 元 素来 说 ,都 是 唯一 确定 
的 ; 

(4) ”R' 中 任意 元 x 和 5S“ 中 任意 元 y 的 积 zAy 恒 为 0; 

(5) R' 门 5' 仅 全 RS 的 等 元 . 

仔细 分 析 一 下 ,这 些 条 件 并 不 是 完全 独立 的 . 比如 说 ,只 要 有 
前 3 条 就 可 以 推出 后 两 条 件 质 .为 此 ,我 们 对 环 与 其 理想 满足 前 3 
条 公理 者 要 特别 加 以 研究 . 

定义 1 设 民 是 个 环 ,A 和 B 是 R 的 理想 .如 果 

(1)》 RR=A+B, 即 对 任意 rER, 都 有 

r=at+b, aEA, bEB, 

(2) 上 述 之 R 元 表示 成 A 元 与 B 元 之 和 的 表示 法 是 唯一 
的 ,那么 ,说 环 R 是 其 理想 4 ,有 的 内 直 和 . 

命题 1 对 任意 环 R 和 环 S ,其 外 直 和 尺 龟 S 必 为 两 理想 及 
和 5S" 的 内 直 和 ,其 中 

272 


R=|roERxSl=R，S=10sSRxSiS | 
例 1 所 有 2 阶 整数 对 角 第 阵 构 成 的 环 记 为 丸 , 旦 
a 0 | 110 0 | 
-| ojsnj， sf 4jse|， 
刚 尺 是 理想 A,B 的 内 直 和 . 
命题 2 设 尺 是 个 环 ,4 和 上 B 是 R 的 理想 .那么 ,R 为 A,B 
的 内 直 和 的 充分 必要 条 件 蚌 
(1) R=AtB; 
人 G) RR 的 霍 元 0 表示 成 A 元 和 BB 元 之 和 时 ,表示 法 唯一 . 
证 明 如 果 尺 是 A,B 的 内 直 和 ,当然 满足 条 件 (1), 同 时 民 
中 任意 元 表示 成 A 元 和 8B 元 之 和 时 ,表示 法 均 唯一 ,当然 也 就 满 
足 (2)、 
反 过 来 ,如 果 满 足 (1) ,R=A+B, 且 R 中 零 元 0 表示 成 A 
元 与 B 元 之 和 时 表示 法 唯 -…. 那么 ,对 于 R 中 的 任意 元 + ,车 有 
r=atb=c1d, a,cEA,b,dEB, 
必 导 致 
0=(a-e}+t(h-d), a-c€EA,b-d€EB. 
而 已 知 0 的 表示 法 唯一 ,只 能 是 0=0+0, 所 以 
a-c=0, b~d=0; 
也 就 是 a=c, 5=d ,+ 的 表示 法 叭 -从 而 尽 为 A,B 的 内 直 和 和. 
1 
命题 3 设 尺 是 个 环 ,A 和 B 是 R 的 理想 .那么 ,R 是 A,B 
的 内 直 和 的 充 要 条 件 是 
(1Y R=A+B; 
(2) ANMNB=1+0i. 
证 明 与 命题 2 对照 ,我 们 挫 要 证 明 , 在 R=A+8B 的 前 提 
下 ,(2) 和 (2) 等 价 . 
如 果 A 站 B= {0}. 而 0 有 表示 法 
0=at+b, a€EAbEB, 
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则 a= 一 65. 从 左 端 看 该 元 应 在 A 中 ,从 右 端 看 该 元 又 应 在 B 中 ， 
故 
a= -bEANB= 10}; 
也 就 是 a=0, 6=0，R 之 零 元 0 表示 法 唯一 ,只 有 0=0+0. 
反之 ,如 果 已 知 RR 中 零 元 0 表示 法 唯一 ,而 x€A 门 B ,那么 、 
因为 A 站 mB 蚌 理 想 , 叉 应 有 一 EAN 间 B. 于 是 ,等 式 
0=z+(~- xz) 
中 ,r€ 有 A， -7€EB, 得 到 0 的 一 个 表示 法 . 撕 唯 一 性 假定 , 必 有 
z=0. 印 ANB=10}. 1 
例 2 研究 环 
={0°,1’ ,2° ,3° ,4" ,5°| 
和 它 的 理想 A=10° ,2* ,4”}, 号 =10 ,3 上 
由 于 1 =4” +3 和 4+ 日 ,而 和 中 任意 元 都 是 车 干 个 1 之 
和 , 故 只 =A+ 如 .进一步 ,有 
ANB= {0°1. 
所 以 是 入 和 B 的 内 直 和 . 
命题 4 车 R 是 其 理想 4 ,也 的 内 直 和 , 则 任意 a€ A, bEB 


必 有 
ab= ba =0. 
从 而 ,对 任意 
X=atb, y=~ct+d, acEA, bdEB 
有 (a+tb)(c td)=act bd. 
证 明 因为 RR 是 A,B 的 内 直 和 , 故 
ANB=10}. 
于 是 ,对 任意 4A,bE B, 先 由 A 是 R 理想 推 知 ab,baEA; 再 
由 B' 也 十 RR 的 理想 得 到 ab ,ba EB8; 最 后 合 起 来 就 有 
a ,aEANMNB= {01, 
即 ab = pa =0. 
著 a,c€EA, 5,dEB, 必 有 be=0, ad=0, 从 而 
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(utb)lctad)=act bed. 1 

这 个 命题 反映 了 环 的 内 直 和 概念 和 外 直 和 概念 的 本 质 联 系 ， 
具体 说 来 ,有 

定理 1 车 环 R 是 其 理想 A,B 的 内 直 和 , 则 R 同 构 于 4 各 
如 的 外 直 和 和. 

证 明 任 取 (a,b)EADB, 令 

p:(a,b) ratb. 

则 gp 是 集 4 xB 到 RR 的 -- 个 映射 . 且 对 任意 (a,6),{c,4)€E A 
五 ,全 有 

Plla,b)A(e,d)) 


= pl(ac, bd)) (4 四 8 中 乘法 A 的 定义 ) 
一 ec + td 《9 的 定义 ) 
=(a+p)(era) (命题 4) 
= pl(a,b)) ol(e,d)). 《9 的 定义 ) 

同时 还 有 

gl(a,b) (ec,d)) 

=p{l(atc,b1d)) (4BB 中 加 法 x 的 定义 》 
=(atc)+(b+d) 《9 的 定义 ) 
=(at6)+(ctad) (这 是 尺 中 加 法 ) 


王 gL(u,6)]+g[(c,d)]， (gy 的 定义 ) 
所 以 ,g 是 A 田 B 到 R 的 环 同 态 映 射 . 
又 ,; 环 RR 是 A,B 的 内 直 和 ,任意 rE R 均 可 写成 -=a+p， 
a€EA, bEB, 从 而 
gllab))=ath=r, 
故 知 p 是 满 射 . 
再 则 ,车 有 (a,6b),(c,d)E€A@BB 且 
pl(a,6))= ol (c,d)), 
那么 ,就 得 到 a+5=c+d. 但 R 是 A,B 的 内 直 和 , 表 东 唯一 性 葡 
涵 着 a=c, 565=d, 即 
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{a,b)= (c,d), 

这 说 明 gp 是 个 单 射 ， 

总 之 ,o 是 4GB 到 RR 的 环 同 构 映射. 1 

正 县 因为 环 的 外 直 和 与 内 直 和 有 命题 1 和 定理 1 这 样 同 构 性 
的 事实 ,如 同 在 群 的 讨论 中 一 样 ,有 些 书 对 它们 不 加 区 分 ,使 用 相 
同 符号 和 术语 .读者 刚刚 开始 接触 这 类 概念 ,要 特别 加 以 注意 . 

例题 1 车 环 R 是 其 理想 A,B 的 内 直 和 , 则 RiA 衬 B. 

证 明 ”对 任意 rE€R, 由 于 RR 是 A,B 的 内 宇和 ,所 以 有 
aEA,bEB 使 

r=at+6h, 
而 且 6 是 由 r 唯一 确定 的 .规定 
中 

就 得 到 了 R 到 上 B 的 一 个 映射 . 

对 任意 r,yER, 设 

T=athb, a€EA, bEB, 
y=ctd, cEA,dEB. 
那么 
Tty=(atc)t(b+d), atc€EA, b+dEB, 
从 而 p(xt+y)=b+d= yl.r)+ p(y). 间 时 
2y= (atb)(ctd)=act bd, ac€EA, EB. 

故 g(xy)= B= g(xz)ply). 这 就 是 说 ,gq 是 个 环 同 态 映射 . 

对 任意 565EB, 都 有 gp(0+5)= gp(5)=, 即 g 为 满 射 . 

、 了 又, 车 zER, rEKer(yp), p(x)=0, 则 必 有 zxEA. 同 时 ， 
任意 a EA 都 有 gla)=gla+0)=0, 所 以 ,Ker(qg)= A. 据 环 同 
态 基 本 定理 

RIAB. 】 
例题 2 设 环 吕 是 其 理想 A,,…,A。 的 内 直 和 , 且 R 有 便 等 
元 .证 明 : 每 个 环 A, 必 有 恒 等 元 .进一步 ,R 的 元 素 a 表 成 
a=a tta, a€EA, 
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后 ,a 为 R 的 一 个 单位 的 充分 必要 条 件 是 庄 a, 各 是 环 A; 的 单位 . 
证 明 设 。 是 环 R 的 忆 等 元 .由 于 和 AA 是 庄 A, 的 内 直 和 , 必 有 
Eh, 使 
ef Fey tt pe,. 
现 可 肠 育 ,e, 是 环 A 的- -个 单位 . 任 取 ayE Ai ,因为 e 是 大 环 民 
的 剧 等 元 , 故 ee = aie. 由 命题 4 义 知 ale, =eal=0, 对 i=2， 
2 都 成 立 .所 以 
ta AEF ue ttae, Saeeda=a. 
由 «i 的 任意 性 即 知 e, 足 环 A, 的 恒 等 元 . 同 理 ,e; ,…, 6, 分 别 是 
AAA 的 审 等 元 . 
若 a€A, a 是 和 A 的 单位 ， 
a=atta, a€EA,, i=[,2,,n. 
设 有 bEA, abh= Wx =e, 
B=by lth bEA, j=1,2, yn. 
由 命题 4 可 得 
二 0 二 GD ab t+ ab,. 
得, 我 们 已 没 
- eetea 十 和 二 区 
由 表示 法 唯一 性 ,必得 


aibi = ersaby = er", Ab = e,. 


同 替 , 还 有 
ba 二 el bar ea ", has = er. 
这 就 说 明 ,a;,…,a, 分 别 是 A, ,… ,A, 的 单位 . 4 


习 题 五 


1， 车 环 R 和 环 S 都 是 可 交换 的 , 则 它们 的 外 直 和 尺 四 S 也 是 可 换 环 . 
2， 车 环 R 和 环 $ 的 每 个 元 素 都 是 加 法 周期 有 限 的 , 则 它们 的 外 直 和 
每 个 光电 者 是 加 法 亏 期 有 限 的 . 
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3 车 环 RR 和 环 S 的 每 个 元 素 都 是 睡 淮 的 , 则 它们 的 外 直 和 R 由 S 的 
每 个 元 素 也 都 是 埋 等 的 . 
4 设 了 J 是 环 R 的 两 个 理想 . 现 建立 环 民 到 环 (RIT) 儿 { RJ) 的 映射 
frr(rtlrt+T), rER. 
证 明 : 了 是 个 环 同 态 ,并 求 出 Ker( /). 


车 (R, + ，) 征 个 环 , 那 么 首先 (R, + ) 是 个 加 法 群 ; 荐 (S,+ ，》 
是 环 (R ,+ ，) 的 子 环 ,那么 首先 (S,+ ) 是 加 法 群 { 尽 ,+ ) 的 子 群 ; 
车 /是 环 (R, + ，) 到 环 ( 及 ,# ,加 ) 的 环 同 态 黑 射 ， ,关公 首先 / 
是 群 (R， + ) 到 群 (R”， + ) 的 群 同 态 映 射 . 所 以 ,讨论 环 的 基本 性 
质子 环 的 结构 、 环 间 态 映射 的 作用 时 , 龟 们 首先 要 想到 ,在 第 二 、 
三 章 群 论 学 习 中 ,已 经 作 了 相当 的 准备 ,楼 尽量 利用 已 经 掌握 了 的 
知识 . 

例如 ,讨论 环 同 态 映射 /是否 为 单 射 ,可 以 用 核 Ker( /) 是 千 
为 零 来 判断 .而 了 作为 环 同 态 映 射 或 单单 作为 加 法 群 的 群 同 坟 映 
射 核 是 相同 的 .于 是 ,可 以 把 学 习 群 论 时 得 到 的 关于 核 的 计算 公 
式 . 方 法 完全 照 捕 到 环 上 来 

当然 , 环 (R, + ,*) 有 两 个 二 元 运算 ,这 两 个 运算 不 是 井 水 不 
犯 河 水 、 各 行 其 是 ,它们 是 密切 配合 在 一 起 的 : 而 联系 的 渠道 就 是 
分 配 律 ,及 由 此 得 到 的 一 些 简单 性 质 ,如 对 任意 元 素 a,6b 恒 有 

a°0=0, a'(-8b)=—(a.6). 

环 中 的 零 元 0 是 对 于 加 法 运算 来 说 的 一 个 特殊 的 元 素 , 但 它 
在 乘法 之 下 也 有 独特 作用 , 所 以 , 环 理论 中 很 注重 “ 零 因 子 " 的 出 
更 . 它 也 是 抽象 环比 数 环 娄 括 性 更 强 的 一 个 重要 标志 .由 零 因子 、 
每 零 元 的 存在 而 引起 了 环 论 中 -- 些 相当 重要 的 课题 研究 ， 

本 章 的 重点 是 理想 、 同 态 和 商 环 . 

本 章 的 难点 ,对 某 些 读者 来 说 ,是 商 环 . 如 果 , 在 前 三 章 的 学 习 
中 ,你 对 商 集 \ 商 群 的 元 索 表 示 方 法 、 定 义 映射 时 验证 合理 竹 之 必 
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要 等 已 经 搞 清 光 懂 ,一 般 来 说 ,对 引入 商 环 这 一 概念 不 应 感到 突 

如 果 ( 了 ,+ ) 是 环 (R, + ,…)》 的 加 法 子 群 ,就 可 以 考虑 商 群 
( 玉 ,， FT + ). 但 想 使 这 个 商 群 能 利用 (RR, + ，) 的 乘法 自然 的 
构造 戒 环 ,了 在 民 的 加 法 和 乘法 之 下 构成 子 坏 是 不 够 的 .这 样 才 引 
进 了 环 的 理想 这 一 重要 概念 . 而且, 你 一 定 要 体会 这 么 一 点 味道 : 
理想 的 引进 是 相当 自 然 的 . 

也 有 可 能 有 些 读者 到 现在 对 商 群 甚至 商 集 还 不 熟悉 ,那么 ,你 
一 定 不 要 以 费时 间 ,要 按 第 二 章 小 结 建议 的 办 法 从 头 复习 一 遍 . 要 
知道 .关于 商 集 、 商 群 和 商 环 的 学 习 是 本 课程 最 重要 的 环节 之 一 ， 
骆 是 钱 不 过 光 的 . 


复习 题 
1 在 有 理 数 环 (Q. + ,-) 中 给 出 
(8) 去 在 (Q, + ) 中 生成 的 子 赂 ; 


人 二 在 (Q 一 和 0}.“) 中 生成 的 子 群 
(6) 二 在 (Q,+ ，) 中 生成 的 子 环 
(dh 去 在 (Q, + .…) 中 生成 的 理想 ， 


2.。 设 尺 是 所 有 以 整数 为 系数 的 多 项 式 所 构成 的 环 .证 明 : 由 12,z| 生 
成 的 理想 (2,x) 不 能 是 R 的 主 理想 ;出 就 是 说 , (2,x) 不 可 能 是 由 R 中 某 -- 
个 多 项 式 生成 的 埋 想 . 

3， 设 5S 是 环 R 的 子 环 , 则 

了 T=]rERirs=sr 对 所 有 5s 所 S| 
是 只 的 子 环 . 
4， 设 了 是 环 民 的 理想 ,那么 工 = frER|rz =0 对 所 有 xE7j 是 民 的 
5 ， 设 了 上 是 环 尺 的 理想 ,那么 
T=1r€ RIrzE 了 对 所 有 xzE 
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是 环 R 的 理想 . 
6 在 有 理 数 环 (Q, + ?中 
S= {12m/n nF¥0, (mn)=il, 同上 
是 不 是 子 环 ? 是 不 是 理想 ? 
7.， 设 户 是 个 素数 , 找 出 商 环 Jf{ 请) 的 所 有 单位 和 所 有 寡 零 元 
3. 条 件 如 上 题 ,给 出 腐 环 克基 ) 的 所 有 非 半 凡 理 想 
9.， 设 刀 是 个 整 环 ,e 是 它 的 民 等 元 ,日 rror-0 证 明 :ere= 


10， 若 环 下 有 4 个 元 素 j0,r.a bl ,其 中 * 为 R 的 恒 等 元 , 旦 元素 4a,b 
都 县 单位 ,给 出 尺 的 乘法 表 . 

11， 车 环 及 有 4 个 元 过 10.c,e ,i ,其 中 为 RR 的 恒 等 元 ,又 知道 e+ 
三 4 ,给 出 RR 的 加 法 表 和 乘法 表 、 

4 利用 工 到 W(3) 的 白 然 同 态 映 射 说 明 方程 xz? 一 3y* = 992 没有 整数 
解 . 

13" .。 利用 I 到 WV(17) 的 自然 同 态 映射 ,证 明 : 方 程 x? 一 17y =855 没 
有 整数 解 
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第 五 章 从 环 到 域 


在 我 们 已 经 见 过 的 各 种 环 中 在 结构 上 存在 着 很 大 的 差别 .也 
就 是 说 ,尽管 这 些 代 数 系统 都 满足 环 的 定义 中 要 求 的 几 条 公理 ,但 
它们 的 代数 运算 仍然 有 相当 大 的 差异 . 

例如 ,整数 环 工 是 环 论 讨 论 的 主要 背景 之 一 , 它 有 乘法 得 等 
元 ,可 交换 ,没有 非 零 的 零 因 于 

而 所 有 实 的 nxn 矩阵 构成 的 环 NM ,也 是 环 论 的 重要 研究 
对 象 , 它 却 既 不 可 换 , 又 不 是 无 零 因 于 环 , 

甚至 , 环 和 表面 上 运算 规律 基本 相同 ,元 素 个 数 仅 差 一 
个 ,而 实际 上 ,从 环 同 构 的 观点 看 ,它们 是 完全 不 同类 型 的 环 . 环 

=10°,1" ,2 ,3° ,4" ,5°| 
有 2 个 非 平凡 理想 
A=10 2 ,4 |， B=10" ,3 
上 蚌 A,B 的 内 直 和 , 它 好 像 是 一 个 二 元 环 和 一 个 三 元 环 独 拼 竣 
起 来 的 .但 是 , 环 
Es=10° ,1" ,2° ,3" ,4"}. 
除 10' 1 和 本 身 外 无 任何 共 他 理想 ,各 元 素 之 间 关 系 “ 紧 密 ”, 非 零 
元 在 乘法 之 下 构成 群 . 
本 章 主要 讨论 几 种 环 的 重要 类 型 及 各 类 型 的 关系 与 转换 、 


$1 除 环 和 域 


定义 1 设 (R,+，) 是 个 至 少 含 2 个 元 素 的 环 .用 R。 代表 
281 


RR 中 所 有 非 零 元 的 集合 .如果 R 在 R 的 乘法 .之 下 是 个 群 , 则 说 
环 ( 尺 , + , "是 个 除 环 .进一步 , 营 ( 民 ,+ ，*) 是 交换 环 , 又 是 除 环 ， 
则 说 (RR,+ .…) 是 个 域 . 
有 人 你 除 环 为 体 、 除 体 、 斜 域 .有 入 获 域 为 交换 除 环 或 交换 体 . 
例如 ,有 理 数 环 , 实 数 环 、 复 数 环 前 是 域 ,当然 也 是 除 环 . 
例 1 环 5 是 个 域 .1 "是 它 的 乘法 便 等 元 , 且 
全 2 .3 4".4" =1", 
邯 每 个 非 零 元 都 有 乘法 送 元 素 ,11 ,2 ,3 ,4 | 构成 一 个 乘法 
群 .五 起 交 换 的 除 环 , 也 就 是 域 . 
例题 1 先 复习 一 下 第 四 章 $2 之 例题 2.S 是 所 有 形 如 
[atrbv -i eradv il 加 
a 
的 短 阵 的 集 仿 在 矩阵 加 法 和 冬 法 之 下 构成 的 环 


矩 涟 
1 0 
“0 1) 
是 S 的 乘法 恒 等 元 . 
计算 矩 血 x 的 行列 式 ,得 
| arp6v=i craviil 
-eradav -i oovil 
所 以 ,只 要 < 不 是 零 矩阵 , 即 实数 a,5,c,d 不 全 为 0, z 的 行列 
式 即 不 为 0, 从 而 x 必 为 可 遂 算 阵 . 设 a?+b?+ci+d?==8,x 的 
逆 和 矩阵 


a 6 +e tad, 


-eg v1) 


| atpv -i | 

1 兮 了 
而 且 x ”也 大 S 中 的 元 素 . 本 之 ,S 中 和 元 素 y 使 得 
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TY 一 Ce 

S 中 所 有 非 零 苑 做 成 一 个 悉 法 群 . l 

S 是 个 除 环 .这 是 除 环 的 -- 个 重要 例子 , 称 为 到 元 数 ( 检 } 环 或 
哈密 尔 顿 (Hamillon) 四 元 数 环 . 

从 第 四 章 例题 中 的 乘法 表 上 可 以 清楚 地 看 出 ,站 元 数 除 环 乘 
法 不 是 可 换 的 . 所以, 它 不 是 个 域 . 

给 定 -- 个 环 (R, + ，), 要 验证 (Re ) 是 个 群 , 牛 不 需要 真 的 
去 检验 乘法 的 结合 律 , 因 为 环 R 的 乘法 有 结合 律 ,Ro 是 R 的 于 
集 ,Ru 对 乘法 当然 也 有 结合 律 , 故 有 以 下 等 价 的 

定义 2 设 (R,+,"*) 是 个 至 少 含 2 个 元 素 的 环 如 果 

(1) R 有 乘法 恒 等 元 1: 

(2) 对 任意 -E 民 ,只 要 天 0, 则 必 有 sE 玉 使 笃 

六 二 了 = 上 

并 说 环 (R, ++ ，…) 是 个 除 环 . 

当然 ,条 件 (2) 又 可 以 换 成 “R 的 非 零 元 恒 有 乘 沁 - 逆 元 "等 等 . 

今后 ,我 们 将 “乘法 恒 等 元 "简称 为 全 等 元 .在 不 发 生 混 清 时 ， 
一 律 记 成 "1”" ,有恒 等 元 的 环 也 简单 也 说 成 是 有 1 环 .读者 要 注意 ， 
1 并 不 永远 代表 " 数 ”. 

而 对 于 加 法 运算 之 十 的 全 等 元 ,我 们 称 为 零 元 , 记 为 0, 前 面 
已 经 这 样 做 了 . 

定义 1 和 定义 2 的 等 价 性 的 证 明 ”如 果 环 尺 条 所 有 非 零 元 
的 集合 Ro 在 R 的 乘法 之 下 构成 群 . 设 e 是 群 Ro。 的 恒 等 元 , 即 对 
任意 xE Rs 必 有 


er=re=r. 
但 尺 与 Ro 仅 差 一 个 零 元 素 0, 且 
"0=0:e=0, 
所 以 ,对 任意 x 所 尺 ,都 有 er = xe 一 .x,e 为 整个 环 R 的 恒 等 元 ,R 
满足 条 件 (1). 
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对 任意 所 民 , 只 要 vr 关 0, 则 rE Ro. 而 Ro 是 群 , 必 有 :<E Ro 
守 R 使 得 
sr=rs=e, 
即 R 满足 条 件 (2). 
反之 ,假设 环 R 满足 条 件 {1) 和 条 件 (2). 首 先 ,任意 rz,yERn， 
则 必 有 xyE Rs, 即 zy-<0. 若 不 然 , 据 条件 (1) 和 条 件 (2? 应 有 z 
使 
=2y=1, 
从 而 导致 
0=(ry)z= zx(y)=x. 
这 说 明 Ro 在 R 的 乘法 之 下 封闭 .换言之 , 环 R 的 乘法 运算 也 是 
Re 上 的 运算 ， 
其 次 ,条 件 (1) 表 明 R 有 恒 等 元 1, 于 是 必 有 1 尖 0. 若 不 然 会 
导致 对 任意 =， 
z=1z=0z=0 
与 及 至 少 售 2 个 元 素 矛 盾 , 所 以 1E Ro，R。 有 恒 等 元 . 
最 后 ,对 任意 7 所 Ro, 因 为 r* 么 0 , 据 条 御 (2), 必 有 ER, 使 得 
= 
显然 ;去 0, 否则 导致 关 = 闻 =0, 矛 请. 这 说 明 s€ Ro, 即 /在 R。 
中 恒 有 逆 元 . 
所 以 ,Ro 在 乘法 之 下 构成 寿 . l 
我 们 看 到 , 环 R 为 除 环 ,首先 其 非 0 元 集 Re 在 乘法 之 下 封 
闭 , 即 工 ,y€R 且 zt 关 0，y 关 0 则 必 有 zy 天 0. 换 言 之 , 民 为 无 零 
因子 环 . 
现在 问 , 如 果 庆 等 因子 环 R 至 少 含 两 个 元 ,是 否 R 为 除 坏 
呢 ? 
此 事 显然 不 对 . 比如 整数 环 . 又 如 ,所 有 实 系 数 多 项 式 构 成 的 
环 P 就 是 无 零 因 子 环 .但 多 项 式 x 在 已 中 无 逆 元 ;因为 ,对 任意 一 
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个 次 多 项 式 f(z) 来 说 ,x/(z) 必 为 n+1 深 多 项 式 , 绝 不 能 等 


于 1. 
综 上 所 述 ,我 们 可 将 环 的 几 种 重要 类 型 列表 如 图 5 一 1. 


环 
一 人 人 环 
有 41 环 子 环 交换 
除 环 怠 整 环 
cf 
域 
图 5 一 上 


例 2 在 实数 城中 中 ,于 集 
= |zERIz=a+by2, a,6b 为 有 理 数 } 
是 入 的 一 个 子 域 . 
事实 上 , 若 sE€ SS, s 关 0, 设 
s=a+bY2， a,b6 为 有 理 数 . 
那么 a - 5Y2 关 0, 否 则 导致 a= bY2, 或 者 5=0 且 ea=03; 或 60， 
af46 =Y2 ,两 有 理 数 之 比 为 无 理 数 , 均 引出 矛盾 .于 是 
(a+ bY2)(a -by2)=a -25 #0. 
由 于 a? -26? 亦 为 有 理 数 ,所 以 


-1 
{a+by2) -5 -ES. 


据 定 义 2， S 是 个 城 , 它 是 实数 吉 的 一 个 子 域 . 
例题 2 设 愉 是 个 至 少 含 两 个 元 素 的 交换 环 .那么 , 尺 为 域 
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的 充分 必要 务 - 件 是 ,对 任意 4,5ER,a 尖 0, 方 程 
az=b 
上 垣 有 唯一 解 ,部 有 唯一 确定 的 “所 民 使 we 一 总， 
证 明 如果 R 是 个 域 , 任 取 方程 
ar=b, (*) 
只 要 a 关 0 ,内 a 必 有 乘法 道 元 a '. 令 c=a 15, 则 
adc=ala 'b)=(aa 5b=6; 
出 就 是 说 c 名 显 方 程 (* ). 进 一 步 ,车 还 有 dR 使 ax =, 那么， 
BE 
ad=b=ac, a#0 
消去 a, 立 得 1=c, 这 说 明 (* ) 的 解 是 唯一 的 . 
友之 , 若 R 中 方程 ( * ) 当 a 尖 0 时 恒 有 唯一 解 . 由 于 它 至 少 含 
两 个 元 ,可 任 到 < 夭 0, 看 方程 
ur=a, as0， 
据 假 没 , 它 有 入 一 解 , 设 为 e. 可 断言 e 为 民 的 得 等 元 . 
任 取 de R. 设 wd =, 这 意味 着 4 是 满足 方程 ax 二 6 的 .再 
由 e 满 中 czr =a + 即 
Ue 
可 得 到 
aled)= (ae)d=ad=6, 
即 ed 也 满 是 zz 二. 据 唯 -性 条 件 , 必 有 
de=ed 二 d， 对 任意 dE€R， 
这 说 明 e 六 RR 的 慨 等 元 
进一步 ,对 任意 dE RR,， 4d 才 0, 方 程 
dr =e 
必 有 唯一 解 六, 即 dr = .所 =e. 从 而 R 的 每 个 非 零 元 恒 有 首 元. 
及 是 个 域 . 1 
命题 1 只 含有 限 个 元 素 的 整 环 必 为 域 . 
证 明 设 民 是 个 有 限 整 环 ,那么 民有 1 且 可 换 , 所 以 , 据 定 
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义 2 知 ,要 证 明 R 为 域 , 只 需 验证 它 的 每 个 非 堆 元 均 有 逆 元 即 可 . 
任 取 a€ RR, a 关 0, 看 元 素 
ae 
由 R 的 有 限 性 ,上 述 元 素 必 出 现 重复 .不 妨 没有 正 整数 直 ,! 使 
a=u, kXl. 


又 a =atiai ,从 而 
dar(l~ a *)=0, (1) 
而 a 不 是 零 因 子 , 进 而 a* 也 不 是 零 因 于 .于 是 ,(1) 式 意味 着 1 一 
a “=0, 即 
l=a t=ara *!, 1-k-120. 

这 说 明 元 案 of !' 就 是 。 的 逆 元 素 ( 注 意 ,1 -一 1=0 时 ,a" 
1). 

例题 3 环 1, 为 域 的 充分 必要 条 御 是 为 素数 . 

证 明 若 不 为 素数 , 必 有 整数 p,g 使 

n=pa, l<p<n,1l<g<n. 
于 是 ,在 1 中 ,p" 关 0”，g' 关 0, 但 
pq =0°, 


I, 有 非 零 的 等 因子 ， 
反之 , 若 nn 为 案 数 , 任 取 p,qg" ET, 当 p' 和 gq' 均 不 为 0 
时 , 必 有 
1&p<n, lSq<n. 
由 于 z= 为 素数 , 它 不 能 整除 p, 又 不 能 整除 q, 则 必 不 能 整除 它们 
的 滋 积 . 设 
pq=intj, 0&i<n, 
则 /天 0, 也 就 是 
p"' gq’ =/” #0°. 
于 不 含 非 零 的 零 困 子 , 且 为 有 限 环 ,由 命题 1 知 I 必 为 域 . 1 
下 古 讨 论 域 的 简单 托 质 ， 
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命题 2” 域 不 含 非 平凡 的 理想 . 
证 明 ” 设 民 是 个 战 ,1T 关 10| 是 民 的 一 个 理想 .于 是 有 a€ 了 ， 
a 隆 0. 但 R 是 个 域 ,a 在 R 中 有 道 元 ae ', a "a 二 1. 进 而 ,对 任意 
rE€ER 有 
(ra a€ 1，(1 是 理想 )， 
re acST，( 关 合 律 )， 
7 和 1 (a ‘a=1). 
必得 民运 玉民 一 工 也 就 是 说 尺 的 理想 除 |0j 外 只 有 R 本 身 , 绝 无 
其 他 . 1 
命题 3 设 是 环 R 到 S 的 环 同 态 ,和 且 为 满 射 .如 果 R 是 个 
域 ,间或 者 为 同 构 映射 ,或 者 将 民 所 有 元 映 成 S 的 鹤 元 (9 是 零 
同 态 ). 
证 明 看 9 的 核 Ker(g), 它 是 环 RR 的 理想 .由 命题 2 知 
Ker yp)=10! 或 Ker(p}=R. 
如 果 Ker( yp)= 民 , 即 对 任意 -ER 伍 有 g(r)=0. 
如 果 Ker(g)= 10i ,在 群 沦 中 多 次 外 到 过 ,gp 必然 是 单 射 .从 
而 p 是 同 构 映 射 . 1 
定义 3 域 (下 ,+,*) 的 子 集 S 称 为 下 的 子 威 ,如 果 它 是 到 的 
子 环 且 它 在 下 的 运算 之 下 本 身 是 个 域 . 
定义 4 设 尺 是 个 环 .如 果 有 自然 数 mx 使 得 ,对 每 个 rER 
均 有 mr =0, 而 小 于 mm 的 自然 数 都 不 具备 该 性 质 , 则 说 环 的 特 
征 数 为 wm . 如 果 找 不 到 满足 上 述 要 求 的 自然 数 , 则 说 环 R 的 特征 
数 为 0. 
我 们 来 解释 一 下 上 面 的 定义 ,看 每 个 环 是 否 都 有 一 个 特征 数 ， 
给 定 一 个 环 R. 那 么 ,或 者 有 一 个 自然 数 nn 使 得 
na 二 0， 对 每 个 a€ R. (x*) 
些 时 ,我 们 可 以 看 上 共有 上 述 性 质 的 自然 数 的 最 小 者 mm. 它 使 得 
ma 0， 对 每 个 a€ER， 
且 当 t<m 时 (1 是 自然 数 ) 必 有 bER 使 得 6 关 0 (否则 ,! 亦 具 
288 


(* 性质, 与 之 最 小 性 矛盾 ). 于 是 知 ,mm 即 为 R 之 特征 数 ， 

或 者 ,任意 自然 数 上 都 不 具备 ( * ) 性 质 ,于 是 , 按 定义 ,R 的 
特征 数 为 0. 

这 说 明 每 个 环 都 以 … 非 负 整 数 为 其 特征 数 .例如 ,整数 环 、 有 
理 数 环 、 实 的 xn Xn 算 阵 环 、 实 多 项 式 环 等 特征 数 均 为 0. 而 1 
的 特征 数 为 2 ,因为 对 在 意 i” E1,, 都 有 ni" =0" ,而 对 任意 
这 ,只 变 取 1" ELT 好 可 看 出 m'1’ = mx" 关 0". 

命题 4 有 限 环 的 特征 数 必 整 除 其 元 数 . 

事实 上 ,车 民 为 n 元 环 ,《R,+) 即 为 n 元 交换 群 .由 拉 格 朗 
口 定理 ,每 个 元 素 的 加 法 周期 均 整 除 n , 即 对 任意 a €R, na =0. 
由 此 可 知 , RR 的 特征 数 不 为 0, 设 为 m. 若 m 不 能 整除 , 则 做 除 


法 得 


n=gmnti, OZ<i<m, 
那么 ,对 任意 eER 恒 有 
na = (gm)atia. 
由 于 na =0，gma = 0, 从 而 必 有 ia 0. 这 与 a 的 任意 性 ,特征 数 
了 的 最 小 性 率 盾 , 故 应 有 zx 能 整除 z. 1 
有 限 环 之 元 素数 与 其 特征 数 不 相 等 的 例子 很 多 ,如 LDL 之 
特征 数 为 2, 元 素数 为 4. 也 并非 只 有 有 限 环 的 特征 数 才 能 是 有 限 
的 ， 
例 3 仿照 第 四 章 $1 之 例 1. 设 已 是 实数 域 及 到 环 于 的 所 
有 映射 的 集合 .规定 ,对 任意 六 5gE 开 ， 
fH#g:r>/(z)talr), rER, 
SOg:rrf(r)al(r), rER. 
则 (下 ,# ,加 ) 是 个 环 , 它 有 无 穷 多 个 元 素 ,映射 族 
< ,= 当 了 天 a， 
fT a 
取 不 玛 的 实数 a ,就 得 到 不 同 的 映射 ,也 就 是 下 中 不 同 的 元 素 . 
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但 是 , 环 斥 的 特征 数 为 2, 因 为 对 任意 fE 严 ， 
(CA# 门 (z= 六 rz)+Az)=0 ，zER， 
命题 5 域 F 的 特征 数 或 为 0 或 为 素数 . 
证 明 ” 设 下 的 特征 数 为 ,ww 不 是 素数 ， 
m=pg, li<p<m,l<aq<m. 
用 。 代表 下 的 恒 等 元 ,应 有 
0=me= (pa)e=(pe)(ge). 
由 于 下 是 个 域 ,不 含 零 因 子 , 故 pe =U 或 ge =0. 
如 果 pe =0, 那 么 ,对 任意 aEF, 有 


pa =plea) (e 是 恒 等 元 ) 
= (pe)a (分 配 律 ) 
=0. (pe=0) 
这 与 mx 是 特征 数 的 极 小 性 矛盾 . 
当 ge =0 时 ,也 是 一 样 . 1 


命题 6 设 域 下 的 特征 数 为 pp 关 0. 那 么 ,对 任意 a,5EF, 恒 
有 (atb)?=ar+. 

分 析 ”在 一 般 非 交换 环 中 ,我 们 不 能 随便 将 (a + b》 写成 
4 二 2a5+82. 因 为 , 按 分 配 律 算 

Catb) =a +abt bat 6, 

地 可 能 不 等 于 ba. 

当 RR 为 交接 环 时 ,可 用 归纳 法 证 明 二 项 式 公 式 

(Cath) =a tna™ b+ + nab" + b", 
证 明 因为 
(a+b)r=a +t pa b+tplp-l)a b+ +b, 

上 式 右 端 除 首 末 两 项 外 均 为 某 元 之 p 人 入, 而 户 为 下 的 特征 数 , 它 
们 必 为 0, 所 以 (a ++56)?=a? + 1 

本 节 最 后 ,我 们 用 抽象 代数 方法 处 理 一 个 数论 问题 ,论证 十 分 
简洁 . 

例题 4(Fermat 小 定理 ) 设 p 是 个 素数 .如 果 整 数 a 不 能 被 
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户 整除 ,出 pp 必 整除 a? "一 
证 明 由 于 p 是 素数 , 故 
TS 全 Hp)=L， 
为 域 .a 不 能 被 5 整除 ,o 冬 (P) ,从 而 < 在 I 对 (pp) 的 等 价 类 
[al#[0}=(p). 
又 因为 WH(p) 是 个 域 , 它 的 所 有 非 零 元 素 构 成 一 个 乘法 群 ,是 
个 p 一 1 阶 群 . 故 
[al”'=[1]. 
注意 JP) 中 乘法 的 定义 , 即 知 
[al”'=[a’ '}=[1], 
从 而 oo 5E [LI],， 户 整 除 o ' 一 1. 1 
命题 7 设 环 (R,+,") 有 1. 那 么 , 当 1 在 群 (R, +) 中 阶 数 
无 限时 ,只 之 特征 数 为 0; 当 1 的 阶 数 为 正 整 数 x 时 ,只 之 特征 数 
恰 为 4， 
证 明 车 1 在 (R, + ) 不 是 有 限 阶 的 ,那么 ,对 任意 正 整 数 mm ， 
伍 有 "1 天 0, 从 而 R 的 特征 数 为 0， 
若 1 在 ( 尽 ,+) 中 阶 数 为 ,nm 为 正 整数 ,那么 ,对 任意 ER. 
必 有 
na=n(la)= (nl1}a=0, 
和 且 (n -1)'1 关 0. 基 RR 之 特征 数 为 n. 1 
例题 5 用 (Q, +) 代 表 有 理 数 加 法 群 ,用 (1, + ) 代 表 整 数 加 
法 群 ,用 (M,+ ) 表 示 (Q, + ) 对 (1, + ) 的 商 群 .那么 ,不 管用 什么 
方法 定义 M 上 乘法 x 使 得 (M, + ,Xx ) 成 环 ,该 环 都 不 会 有 便 等 
TE- 
证 明 设 (M ,+ ,x ) 是 个 环 . M 中 的 每 个 元 素 就 是 (I, + ) 在 
《Q,+ ) 中 的 一 个 陪 集 , 必 形 如 


QT 


pl a,bEl, 5 天 0. 
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进一步 ,还 可 以 要 求 5 荐 个 正 整数 .那么 将 该 元 自己 加 自己 ,加 性 
次 ,得 
b 6 
I 实际 上 是 M 中 的 零 元 素 . 从 而 说 明 , IM 中 每 个 元 素 的 阶 数 都 有 
限 . 
假设 环 (M, + ,x ) 有 恒 等 元 <， 


etl u,bEl, b>0. 


那么 ,5 个 2 相 加 得 bc =1,e 在 (M ,+) 中 阶 数 有 限 . 括 命 是 7 知 ， 
环 M 的 特征 数 为 &，A 足 个 正 整数 . 


但 是 ,看 M 中 元 素 上 | + 上风 有 


Rk 有 一 上 1 
(+= 直 TI (村 D+ (#4) 


(Fr + 全) Ia 


由 于 
Li i 加 一 
D+ 
知 
k 
t+I= E+ 
逆 盾 .(M, + ,x ) 不 能 有 冬 法 恒 等 元 ， 1 


习 题 一 

1. 设 民 是 个 交换 环 ,a ,5bE 民 .车 ab 才 0, ab 也 不 是 零 关子 ,那么 ao 承 0， 
a 也 不 是 零 因 子 . 

2. 设 玉 和 FF 是 域 ,s 是 从 FF 到 严 的 非 零 的 环 同 态 映 射 .用 ! 和 表示 下 
和 户 的 恒 等 元 , 则 必 有 ol1) = 工 . 当 忆 和 开 是 一 般 环 时 ,此 事 对 吗 ? 

3. 设 刀 是 个 整 环 ,ae ,b,cEDD. 车 有 dED 使 得 

dlathte)d t+(ab+bt+ca)d -ab =0, 
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则 @ 必 为 a,5,c 中 的 一 个 . 
4. 证 明 : 所 有 的 三 元 域 都 是 癌 构 的 、 
5. 设 域 下 含 zm 个 元 素 .证 明 :对 任意 uaEF， ce 天 9. 必 有 4 = 上 对 任 
意 aEF. 必 有 a"=a. 
6. 在 复数 环 C 中 ， 
民 = at+hvV -7|a, 是 实数 
是 个 子 环 , 尺 本 身 是 个 除 环 . 


$2 理想 与 商 环 ( 工 ) 


在 $1, 我 们 看 到 , 域 的 同 态 像 或 为 10| 或 为 域 .现在 , 反 过 来 
河 ,什么 环 的 同 态 像 能 够 是 个 域 呢 ? 
例 1 用 PP 代表 所 有 实 系数 多 项 式 所 构成 的 环 .来 建立 一 个 
P 到 复数 域 C 的 映射 . 
任 取 f(z)EP, 用 多 项 式 x? + 1 去 除 ,得 
f(x)= g(r)(x t+1)+ortp, 
其 中 余 式 ar + 8 是 由 (xx) 完 全 确定 的 . 令 
pif(rIraitp, i=v 1, 
就 得 到 P 到 忆 的 一 个 映射 ， 
任 取 /(z),g(x)EP, 设 
flz)=g(r)(x +1)+tart+p, 
a(x)=p(r)(x +1) + yr+5. 
那么 ,有 
f(x)t g(r)= [g(r) t+ plr))(ri+1)+ (et+y)r+B+6, 
flz)g(x)=R(x) (1 1) + ayr? + (a +B7)r+ 8, 
=i(z)(r + + (0 +8)r+ (PB ar). 
所 以 ， 
Plf(r) + g(xz)) 
=(a ty)i+(A+6) (9 的 定义 ) 
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=(aitB) + (YitS) (复数 加 法 ) 


= pg/Cr)]+ opLa(z)). (gq 的 定义 ) 
而 及 
plf(x)glr)) 
=(a6+ Br)i+t+ (DB -ar) 《9 的 定义 》 
=(ai+ 有 (+ 全 ) 《复数 乘法 ) 
=efFCz)]9[g(z). (9 的 定义 
这 说 明史 是 了 到 CC 的 环 同 态 喘 射 . 
全 取 ai-+ BEC, 则 


plar +B]=ait+pf, 

故 q 为 满 同 态 . 四 

计算 本 

Ker(g)={/(x)EP| ofl(x))=0}. 
显然 ,f(z)E Ker(9) 之 充 要 条 件 是 zx? + 1 幕 际 f(x), 充 分 必要 
条 件 是 f(z) 属 于 zx?+ 在 P 中 生成 的 理想 (zx?+1). 即 *; 
Ker(g)=(x: +1) 

由 环 同 态 基本 定理 , 知 Pi(z?+1) 衬 C.，” 、… 四 

环 的 同 态 像 的 性 质 由 该 环 及 一 个 理想 ( 同 态 核 ) 决 定 . 上 例 说 
明 ,P 对 理想 (x? +I) 的 剩余 环 为 域 ,那么 ,了 有 无 政 哩 想 ( 山 非 平 
凡 理 想 )A 使 剩余 环 P/A 不 是 域 呢 ? ， 

例 2 在 实 多 项 式 环 P 中 ,用 A 代表 多 项 式 .x? -1 生成 的 理 
想 (xz? ~1), 了 (zx) 代表 多 项 式 f(x) 所 在 的 陪 集 f(z)+ A. 

因为 z 一 1 人 A, 故 z 一 1 了 0=A. 同 样 z+1 关 0. 但 是 ,2 +1) 
{rz 一 =:z? 一 宇和 入 , 故 ， 

， Xlxti=(r+i (z=0. 

这 说 明 环 PJA 有 非 零 的 零 因 予 , 当然 环 PjA 不 是 个 域 . 

定义 1 环 R 的 理想 M 尖 及 称 之 为 R 的 一 个 极 大 理想 ,如 果 
对 民 的 任意 理想 4 ，MSEA 和 且 M 关 A 蕴涵 A=R. 

换言之 ,在 尺 中 真 比 A 大 的 理想 只 有 环 RR 本 身 . 
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读者 绝 不 可 以 将 “A 是 RR 的 极 大 理想 "理解 为 “A 是 R 的 最 大 
的 真理 想 , 它 包含 R 的 所 有 真理 想 ”. 因为 ,假如 用 理想 包含 关系 
意味 其 大 小 的 话 , 可 能 有 些 理想 是 不 能 比较 谁 大 谁 小 的 
例 3 环 L; 中 ,理想 
A=10' ,3 ,6" ,9°1, 
B=10° .2° ,4° ,6° ,8" ,10"| 
都 有 极 大 理想 .因为 ,如 果 有 la 的 理想 M 天 4A 且 AS M，AT 有 + 
个 元 素 ,那么 ,作为 有 限 群 ,由 拉 格 朗 日 定理 , 必 有 4 党 除 :,， + 整 
除 12, 且 1 关 4. 故 1=12，M = 上 .A 是 极 大 理想 . 同 理 可 说 明 B 
也 是 Ia 的 一 个 极 大 理想 . 
当 环 为 单 环 时 , 它 不 含 非 零 真理 想 , 真 包含 零 理 想 者 只 有 环 本 
身 . 故 零 理 想 是 它 的 一 个 极 大 理想 ,而 且 只 有 这 一 个 极 大 理想 . 
例题 1 所 有 形 如 


ml 
' ni, m,n€El, n>0 
0 0} 
的 矩阵 作成 人 上 2 阶 全 阵 环 的 一 个 子 环 , 记 为 及 .证 明 : 民 没有 极 
大 理想 . 

证 明 设 了 是 的 一 个 非 零 理想 且 J 关 R. 那 么 , 必 有 整数 
ss,t 和 上 和 ，! 使 得 zt 天 0，! 夭 0 且 


:5! Pr 下 
Qaxz 天 “| {EJ. (= ) 
0 0 lo 0 


由于 了 对 减法 封闭 , 左 全 矩阵 之 ! 售 亦 必 在 中 ,好 
=- (6 js 不 妨 设 ;>0. 
同样 由 /的 减法 封闭 性 , 知 红 阵 
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否则 ,( * ) 右 端的 年 阵 就 在 了 中 了 -. 
由 于 R 中 任意 两 矩阵 之 积 便 为 零 矩 阵 , 由 元 索 p 生成 的 理想 
(p) 表 达 起 来 非常 简单 ， 
(p}= |mplm ELI. 
因为 p 委 J ,所 以 J 4 (9p) 关 J. 
现 断 言 ,J+(p) 去 RR. 我 们 可 以 证 明 , 人 矩阵 


1 
.| er 
lo0 0 
车 不 然 ,rEEJ+ Cp), 则 必用 x 乞 J，m&1 使 
r= + mp. (x*) 
由 于 本 是 理想 ,对 加 减法 封闭 ,看 si 个 tr 之 和 , 则 有 
Wi 
sr | t 
(0 0 
然而 ,注意 ( x* ), 又 有 str= sliz + stmp. 由 十 三 是 个 埋 想 , 故 
slz EJ. 


=p. 


同时 ,又 因为 
1 
mstp = mst ' 了 
0 0 
而 且 o€J ,知道 mastp= rarE 了. 
从 而 p= slr= siz + slmpEJ, 池 盾 . 
因为 已 经 知道 R 有 非 零 理想 , 且 对 R 的 任意 非 零 理想 J， 
了 关 民 ,部 能 造 出 R 的 理想 J + (p) 使 得 
I+ (pAR; 
也 就 是 说 ,R 的 每 个 理想 J 了 关 R 都 不 是 R 的 极 大 理想 . 1 
定理 1 设 RR 是 个 有 1 的 交换 环 ,A 是 它 的 一 个 理想 .那么 ， 
剩余 环 R/A 为 域 的 充分 必要 条 件 是 A 为 R 的 一 个 极 大 理想 . 
证 明 设 A 是 R 的 一 个 极 大 理想 .因为 恒 等 元 1& A( 否 则 
296 


推出 R 中 任意 元 a =a*1€E 4), 故 RiA 中 陪 集 1+ 有 A 不 等 于 陪 集 
和，RiA 至 少 含 两 个 元 素 已 IT A 是 RIA 的 恒 等 元 . 
可 以 断言 , R/A 中 的 任意 非 零 元 ae + 4( 也 就 是 < 所 4 在 
RIA 中 必然 有 道 .也 就 是 , 必 能 在 RiA 中 找 一 元 素 5+ A 使 
(e+A)O+A)= 友 + 和 =1+A. 
此 事 又 等 于 要 找 一 个 冰 E 有 R 使 得 1Eo+A， 
由 于 R 是 有 1 的 交换 环 ,元 素 a 生成 的 理想 
(a)={yE RIy=ar). 
由 于 (a)+A 也 是 及 的 理想 , 目 a 告 A, 故 
4S(a)+4，A4 天 (ae)+A. 
由 A 的 极 大 性 , 推 知 (a) + A=R. 
于 是 ,1€E (au)+A, 有 ER, 使 得 
l€Eab+A, 1+A=(at+A)(b+A). 
+ A 就 是 a + 有 A 的 道 . 
RI1A 是 个 域 . 
反 过 来 , 设 RIA 是 个 域 , 来 证 明 4 为 R 的 一 个 极 大 理想 . 
设 B 是 R 的 理想 ,4S 局 ，A 关 B .那么 , 必 有 BEB，5 生 4， 
+ 4 天 4 ,+ 和 是 环 R/A 的 非 零 元 -由 十 RIA 是 个 域 ,b+ 4 在 
RiA 中 有 逆 元 , 即 必 有 cER 使 
(b+A)(c+A)=1+A, l=t+a, a€EA, 
但 是 ,bh € B,B 是 理想 , 故 不 E 了 .再 加 上 ae AGE 日, 即 得 到 
1€ B, 从 而 尺 的 任意 元 都 属于 B, R=B. 
这 说 明 , A 为 R 的 一 个 极 大 理想 . 1 
与 此 间 题 类 似 , 设 A 为 环 R 的 理想 , 刹 时 剩余 环 RIA 为 无 堆 
子 环 为 有 1I 环 ,为 交换 环 ,等 等 . 
定义 2 设 民 是 个 交换 环 ,P 是 R 的 一 个 理想 . 如果, 己基 尺 
且 对 任意 a,bERR,， ab EP 蕴涵 ,a EP 吕 或 5EPP, 则 说 户 是 尺 的 
一 个 素 理 想 .如 果 |0j 是 环 R 的 素 理想 , 则 说 R 是 个 素 环 . 
例如 , 环 是 个 交换 的 无 零 因 子 环 , 那 么 , 它 的 零 理 想 10} 是 
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它 的 一 个 素 理想 . 

又 如 ,整数 环 工 中 ,素数 p 生成 的 主 理想 { p! 必 为 了 的 素 理 
息 . 因 为 ,车 zn ,mE1 和 使 pnE(p), 妈 mn 是 p 的 整数 倍 ,p 整除 
ma. 位 p 基 率 数 ,整除 两 台数 之 积 时 必 整 除 两 因子 之 一 .pp 整除 
时 ,mm E《pj;p 整除 4 时 ,n EE(p). 
命题 1 设 RR 是 个 交换 环 .那么 , 环 R 的 理想 P( 关 R) 为 其 素 
的 充分 必 雪 条 件 是 莘 余 环 RIP 为 无 零 因 子 环 . 

证 明 ”如 果 环 RIP 为 无 零 因 子 环 , 又 有 a,bE R 使 得 
ab 全 PP. 那 么 ,有 

(a+t+P)(b% P)=ab+P=P. 

因为 RIP 不 含 非 零 之 零 因 子 , 它 的 两 全 元 察 ,a +P 和 565++P 之 积 
为 零 元 , 必 至 少 有 一 个 是 零 元 , 即 a+P=PP 或 b+ 卫 =PP, 此 事 等 
价 于 


理 


4aE€P 或 5EP， 
敬 PP 为 案 理 想 . 
反之 , 设 己 是 只 的 一 个 素 理 想 ,在 RIP 中 有 元 素 e+ P 和 
六 + 已 之 积 为 零 , 即 
(at+P)tb+P)=ab+P=P. 
也 就 是 ab€ P, 由 于 户 是 素 理想 ,这 就 意味 着 
aEP 或 hEP 
即 a+ 了 P= 了 或 5+ 卫 =P, RIP 为 无 零 轩 了 于 环 ， 1 
命题 2 设 R 是 个 环 ,A 是 R 的 理想 . 环 R/A 为 交换 环 的 充 
分 必要 条 件 是 A 包含 R 中 所 有 形 如 
Hy- zyER 
的 元 素 . 
证 明 设 RIA 是 全 交换 环 . 任 取 z,y 有 只 就 得 到 RHA 的 两 
个 元 素 z+ 丰 和 y+ 4. 由 子 RIA 是 个 交换 环 , 必 有 
{z+A)(y+A) 
=xyt+A (RI/A 中 乘法 ) 


=(ytACr+A) (Ri 是 交换 环 ) 
=yr+AA 《RIA 中 乘法 》 
也 就 是 .ryt+ A=yrtA, ty- EA, 
反之 , 设 理想 A 包含 所 有 形 如 xy ~ yr ,x,y 丘 民 的 元 素 . 那 
么 , 任 取 RIA 的 元 素 a + A,5+A, 由 于 ah-hnEA, abt+A= 
Ba + 及 ,就 有 
(at ANB+tA)=ad tA=batA=(b +t AY(a+A). 
从 而 证 明了 RiA 为 交换 环 . i 
例题 2 设 R 是 个 交换 环 .对 任意 aER, 证 明 ; 
N=1rERIz=ar—r, rERI 
是 尺 的 理想 , 且 R 的 理想 A 隆 R 使 RiA 有 恒 等 元 的 充分 必要 条 
件 是 有 5ER，NSA4. 
证 明 任 取 z,yEN.，zER， 
T=ar-r, y=as~s, risERR 
则 xz-y=alr-s)-(r~)EN,, 有 
zz= ar r)z=a(rz)- rE N,, 
因为 R 为 交换 环 司 样 可 证 
zy=ztas -3)=a(z)— zs EN, 
故 集合 N。 是 RR 的 理想 . 
如 果 , 有 5 和 ER，N, 刁 入, 即 对 任意 ER， 
Br -rEA, 
也 就 是 6r + 及 = r+ 及 .从 而 
(b+ArtAY=r+A, rER. 
因为 R 为 交换 环 同样 可 证 
{r+tA)b+A)=r+A, rER 
这 说 明 6+A 是 RA 的 伍 等 元 . 
反之 , 扔 设 RIA 有 恒 等 元 6+ A. 那么 ,对 任意 rE R, r++ AE 
RiA, 有 
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(pt+A)(r+tA)=6r+A=r+Aa 

也 就 是 br 一 rEA, Ns 三 A. I 

当 环 R 有 便 等 元 1 时 ,Ni = {01, 它 合 在 每 个 理想 里 , 故 R 的 
每 个 商 环 都 是 有 恒 等 元 的 . 这 一 点 ,在 讨论 环 的 同 态 像 时 ,已 经 说 
过 了 . 

例题 3 设 R 是 个 有 1 的 交换 环 .R 的 元 素 a 称 为 是 宕 零 的 ， 
如 果 有 正 整数 ”使 e" =0. 证 明 :R 的 所 有 寡 堆 元 的 集合 N 是 尺 
的 一 个 理想 .而 且 商 环 RAN 中 没有 非 零 竹 零 元 ， 


分 析 ”元素 短 零 时 , 正 整 数 » 的 选择 可 能 随 元 素 4 东风 而 变 
化 .例如 ,在 实 的 3 阶 抢 阵 环 Ms.; 中 ,矩阵 
0 0 0 0 0 0 0 6 02 
000, 00 0, |1 0 0- 
000 100 0 1 9 


都 是 寡 零 的 ,分 别 选取 w=1,2,3 即 可 . 当然 ,对 这 3 个 矩阵 都 取 
?= 一 3 也 行 .但 是 ,在 任意 环 中 给 出 无 穷 多 个 寄 零 元 ,要 找 出 一 个 正 
整数 x 使 每 个 短 零 元 的 次 方 都 等 于 0, 并 不 是 一 定 能 办 到 的 . 
证 明 任 取 a,5bEN. 据 NN 的 定义 , 必 有 正 整 数 m,n 使 
a” =0, 多 =0. 但 是 ， 
(a a mt a 
t+ (mtn)ab™ +o". 
等 式 右 端 每 加 项 中 ,或 者 a 的 方 次 超过 wm 或 者 5 的 方 次 超过 ,从 
而 每 个 加 项 均 为 0, 即 
(a—b)"*=0, 
据 NN 的 定义 ,a 一 bEN. 
任 取 aEN, rER. 设 a”=0, 那 么 
(ra)” = ma” =0, 
从 而 知道 ra EN. 
所 以 ,N 是 尼 的 理想 . 
进一步 , 设 a+ N 是 RIN 的 一 个 等 零 元 , 设 有 正 整 数 mz 使 
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(a +N)”"=N. 
由 RIN 乘法 定义 ,可 得 a” E NN. 这 说 明 a” 是 环 R 的 一 个 宕 零 
元 ,对 于 这 个 a” 又 必 有 密使 得 
Ca" )* =a™ =0. 

从 而 EN. a + N 就 是 RIN 的 零 元 . 即 , 商 环 RIN 不 合 非 零 寡 
零 元 . 1 

想得到 环 的 具有 菜 种 性 质 的 同 态 像 ,往往 可 以 把 环 对 环 中 那 
些 朴 坏 此 性 质 的 元 素 生成 的 理想 作 离 环 来 得 到 .这 种 方法 在 抽象 
代数 学 中 很 有 用 . 

习题 二 

1 设 是 个 吉 数 .给 出 商 环 If( 户 ) 的 所 有 极 大 理想 ， 

2. 设 吕 是 个 整 环 ,1 是 的 理想 ,7 天 .证明 :7 为 的 素 理想 的 外 分 
必要 条 件 是 忆 的 子 集 刀 -了 工 在 PP 的 乘法 之 下 封闭 . 

3. 设 环 只 有 1,R 的 理想 M 关 R, 生 RM 的 每 个 元 都 是 R 的 单位 .证 
明 :M 经 RR 的 一 个 极 大 理想 

4 ， 设 了 是 环 尺 到 环 及 ,的 满 的 辣 态 映射 .证 明 : 若 P 是 R 的 素 理 想 二 
Ker( 有 SP, 则 /(P) 是 玉 ' 的 素 理想 ;其 户 是 及 -的 素 理想 , 则 /' (Pp') 是 R 
的 索 理 起 . 

5. 设 RR 是 个 交换 的 家 环 , 且 对 每 个 元 素 a€ R 恒 有 一 个 由 a 决定 的 整 
数 ， >1 使 得 a"=a. 证 明 :R 必 为 除 环 . 


8$3 坊 入 问题 


环 如 果 有 但 等 元 ,那么 ,其 主 理想 的 元 察 表达 起 来 相当 简洁 ， 
且 该 环 必 有 极 大 理想 ,等 等 .这 些 性 质 给 深入 讨论 环 的 结构 带 来 极 
大 方便 . 

环 如 果 是 个 域 , 它 的 乘法 就 有 了 一 个 “ 逆 运 算 " ,这 使 得 很 多 在 
一 般 环 中 无 从 下 手 的 问题 在 域 中 可 以 顺利 解决 ,例如 解 各 种 形式 
的 “方程 式 ”， 

给 定 一 个 环 , 它 可 能 没有 但 等 元 ,更 可 能 不 是 域 .那么 ,这 个 环 
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能 不 能 看 成 是 某 个 有 便 等 元 环 的 子 环 , 特 别 是 某 个 域 的 子 环 呢 ? 
这 就 是 我 们 要 讨论 的 嵌入 问题 . 
假如 , 环 R 可 以 嵌入 … 个 环 攻 , 即 环 R 可 以 视 为 K 的 子 环 ， 
那么 ,研究 R 时 就 可 以 利用 环 的 性 质 ,K 可 能 有 但 等 元 ,可 能 
为 域 . 
命题 1 设 R 足 是 整数 环 . 在 集合 1x 民 中 ， 规定 返 
算 ,对 任意 (ma )， 0 enn 
ma nb)= m+n,a th), 
Ca) Dnsh) mn mb + nat aby. 
则 (E^ 玉 ,上 ,加 ) 是 个 环 , 民 同 构 手 它 的 一 个 子 环 ， 
证 明 对 于 运算 # ,我 们 用 0 代表 环 R 的 零 元 素 时 ， 容易 看 
出 ,对 任意 (ma)EGIxR. 有 
{ma)#(0,0)={m,a). 
对 任意 (m1,a)EIX RR, 元 素 ( 一 ,~-a)EIXR 使 
(ma) 8 mm,~a)=(0,0). 
同时 ,运算 ## 满 足 交换 律 和 结合 律 , 
(LIx 民 , 打 ) 是 个 交换 群 . 
对 于 运算 四, 任 取 (m ,a),(n,5),{k,c)}EIXR 都 有 
[ma)G(2B)GOCRc) 
=(mn mbt nat ad) Ol, ce) 
= (rnnk honb + kna { kab + mnc + mbe + nac + abe } 
= Cn,a)O nk, kot nct Bc) 
=(m,a)O[Cn, b) OCR, ec)), 
即 @ 满 足 结 合 律 . 
分 配 律 的 验证 也 只 是 些 极 简单 的 演算 .所 以 ,(Ex R,##,@) 
趣 个 环 , 且 (1,9) 是 恒 等 元 . 
现在 , 令 pia(0,a). 则 p 是 环 R 到 IXR 的 一 个 映射 ， 还 
是 个 环 的 同 态 映射 . 记 ITx 丸 的 子 环 
R=Img(p)=i(m,a)EIXRIm=0} 
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由 于 9 是 单 射 , 故 g 是 R 到 页 的 同 构 映射 . 

也 就 是 说 . 环 (Lx 及 ,+ , 必 ) 含 一 子 环 六 ,页 同 构 于 R. 1 

注意 , 当 R 本 身 有 恒 等 元 。 蛙 , 上述 丛 人 仍 可 照样 进行 ,一 般 
来 说 (0,e) 不 是 (Ex 只 , 井 , 台 ?的 重 等 元 ， 

推论 ”任意 交换 环 R 必 同 构 于 一 个 有 1 的 交换 环 的 子 环 . } 

命题 2 特征 数 为 ”的 环 福 同 均 于 一 个 特征 数 为 ”的 有 1】 环 
的 于 环 . 

证 了 明 当 %w=0 村 ,命题 1 中 所 构造 的 环 (IX 玉 :# ,GD) 的 特 
征 数 也 是 0 

当 环 R 特征 数 关 0 时 , 仿 上 命 古 1 的 证 明 , 在 集合 xR 上 
定义 


(27 sa) bh)= (i + a tb), 
(7 a)O0 ,6)=07 oj ,B+ jn tab). 
则 CL, XR, 卡 ,四 ) 也 构成 环 . 
在 验证 各 种 条 件 时 ,只 机 注意 R 特征 数 为 a ,出 对 任意 ER 
者 有 xe =0. 
元 素 (1' ,0) 是 (1, x 卫 , 站, 信 ) 的 恒 等 元 .该 环 之 特征 数 亦 
为 并. 
环 尺 同 构 于 (1, x 及 ,# ,加 ) 的 子 环 . 
R=1{(i' ,a)EL, XRIi =0°1, 1 
定理 1 设 丸 是 个 交换 的 无 零 因 子 环 .那么 .只 必 问 构 干 菜 
个 域 的 一 个 子 环 . 
证 明 ” 当 R 只 含 一 个 元 素 即 零 元 时 ,R 可 视 为 任何 域 的 子 环 
10} 的 同 构 像 ， 
以 下 不 妨 设 R 笃 少 售 两 个 元 素 ,用 英文 字母 a ,56,c,… 表 示 
它 的 元 素 . R 代表 R 之 所 有 非 零 元 的 集合 , R 当然 不 是 空 集 . 
下 面 我 们 做 一 个 域 来 满足 定理 的 各 项 要 求 ， 
第 一 步 ” 在 集合 RX Ro。 上 定义 一 个 关系 ,说 (a,65) 一 
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《a 0) 如果 ab“=a 必 .这 是 一 个 等 价 关 系 .因为 
(1) 对 任意 (a .5)E RXRo, 由 ap=ab 知 
(a,6)~(a,b), 
(2) 如 果 (a,5)~(a ,5 ), 则 a5'=a%, 帮 又 得 
(a' ,6 )~ (ta,b), 
《3) 如 果 (e; 的 一 (cd) 且 (cd) 一 (e， 门 即 
ud = wb ,cf = ed, 
于 是 ,afd =adf = cbf = bcf = bed = ebd, 但 R 无 非 者 的 塞 因 子 ， 
消去 律 成 立 , 即 得 到 ef= eb( 因 4d 隆 0). 帮 (4,5) 一 (e, 了 ). 
第 二 步 ” 用 等 价 关系 ~ 将 集合 R x Ro 分 成 等 价 类 . 用 
la 
| 天 
代表 元 素 Ca,5) 所 在 的 等 价 类 . R x R。 在 等 价 关系 ~ 之 下 的 商 
集 , 记 为 Q@, 即 
Q= 导 "|. 


第 三 步 ” 在 Q 上 定义 运算 间 , 对 任意 


c 


规定 
引 # 导 |=] 坟 
首先 ,因为 6,d€ Ro, 45,d 不 为 0,R 不 含 非 零 零 因子 , 故 
bd#0, (ad + cb,bd)ERXR,. 从 而 
| 和 2 
Bd 


是 Q 中 确定 元 素 . 
次 ,应 当 注 意 ,上 面 规定 ,表面 上 与 等 价 类 的 代表 元 素 选 择 
有 关系 ,涉及 到 定义 的 合理 性 问题 . 设 
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le 
| 引 = 斤 |， 搓 上 = 本] 
那么 ,有 ab =ab 和 cel 二 ced. 从 页 
bed = a hdd” 3 ce 
(ad + heb = ad + be bs 
子 就 足 (acl + te ,pda)—(ad the ,bd ,mT 
adtbe)_ Jad the | 
bd | l A 二 
运算 斗 的 定义 荐 合理 的 , 称 # 为 Q@ 上 的 加 法 . 
第 由 步 “” 验 证 (Q ,# ) 是 个 交换 群 . 
(1) 任 取 up,c 和 ER，5c ERo 都 有 ， 


|#|#( 中 |)= ? #3 和 | 
| 
(| 辣 ]# 属 |)# 治 [=| 久生 |#| 攻 | 
| 
即 满足 结合 律 ,交换 律 是 显然 成 立 的 . 
(2) 取 6ER, 则 
加 |# 壬 |= 扩 |# 加 = 加]= 反 | 


即 尽 有 加 法 等 元 .可 用 任意 (0,6) 代 表 之 , 记 为 0。 . 
(3) 对 任意 a€R, bE Rs, 有 
4 [al_f0ol 
£1#| -||=0 
所 以 ,(Q ,#) 是 个 交换 群 . 
第 五 步 ”在 QQ 上 定义 运算 ,对 任意 


al ec 
bilaleQ 
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则 由 op act “=c4 推出 acb d= 
a 


lac! = 


al 
即 定义 是 人 台 理 的 . 称 中 为 Q 上 乘法 . 
第 六 步 〈Q ,并 ,加 ) 是 个 环 . 
(1) Q 的 乘法 满足 结合 律 和 交换 律 . 
(2) 对 任意 a,c,eER,65,d,fE Ro, 有 


lol i) el 人 -sg 
( 凡 | 和 siiel 外 - 悔 | 六 
= | 
bbdf) 


由 于 60, 可 推出 上 两 式 之 厂 端 相等 .Q 满足 分 配 律 . 
第 七 步 (Q,#,) 是 个 域 
(1) 任 取 d,d€ERo, td=db, 即 
(8,68)~(d,d), | 外 = | 
而 和 且 , 对 任意 cER, fE Ru 有 
二 | 
F215)” | 总 |= 履 
尽 有恒 等 元 ,可 用 任意 (6 ,6) 作 代表 , 记 为 人 
(2) 我 们 在 讨论 加 法 时 已 经 知道 , 任 取 元 素 5 过 0，(0,5) 所 
在 等 价 类 
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所 
就 是 Q 的 零 元 . 任 取 QQ 的 非 零 元 


el 
|#|z 
必 有 e 天 0. 从 而 有 
jelanif 
i | 
即 每 个 非 零 元 均 有 逆 . 


第 八 步 建立 一 个 从 RR 到 QQ 
首先 , 取 定 rE R, 堵 么 ,对 任 
加 ,也 就 是 


| 二 1 = 
1 
令 
| 
:rr 16 


得 到 尺 到 的 一 个 映射 . 
其 次 ,对 任意 r,sER, 有 


g(rt+s) 
= | 
ol 


Gt! 
Ea 


0 


-| 


] 


} 


| 中， 
ef 
ef 


1 


的 单 的 环 同 态 映射 . 
意 5,dE Rs 都 有 (78)d= (rd) 


(9 的 定义 》 

(6 地 0, 取 不 同 代 表 元 ) 
《Q 中 心 的 定义 ) 

(gp 的 定义 ). 


(8 的 定义 》 
(Q 中 元 可 选 不 同 代 表 元 ) 
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=| 到 |#|| (Q 中 加 法 # 的 定义 ) 
=gpCr)# p(s). 《9 的 定义 ) 
这 说 明 g 是 同 态 映射 
最 后 , 假 没 p(s) 一 0: , 即 
燃 


-|? 
从 而 (s6)5=0. 但 5 关 0, 故 ;=0. Ker(p)= 10| ,gp 为 单 射 . 

综 台 之 ,及 在 ?之 下 问 构 于 域外 的 于 环 Img( gq). 

定理 全 部 证 完 . 1 

定理 1 的 证 明 是 构造 性 的 ,读者 应 先 大 致 掌握 构造 与 证 明 的 
大 的 步骤 ,心里 必须 明白 ,这 一 步 中 应 该 做 些 什么 事 . 有 些 非常 容 
易 说 明 的 道理 ,你 可 以 不 仔细 说 ,但 要 明白 ,这 是 应 该 说 的 ,只 不 过 
是 省 路 掉 了 . 

例 1 取 定理 工 中 玉 为 吾 孝 天 元 素 记 为 m,n ,…. 得 到 域 

-| | 

我 们 记 有 理 数 环 Q 的 元 素 为 fn,&jt 等 


令 


p12) =min. 
可 以 证 明定 义 是 合理 的 , 即 与 Q 中 元 素 代表 的 选择 无 关 . 设 
至 | = | 
1 n 


那么 ,在 有 理 数 环 中 ,win = zm jn. 
握 时 ， 四 el 7 二 , 当 于 天 0， 天 0 时 


二 


mn mn. 


oe (Q; 中 加 的 定义 ) 
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二 PR 人 RE) (9 的 定义 ) 
= (mr) (kA), (有理数 乘法 ) 


(人 


= (|) (Qt 中 并 的 定义 ) 


1 at | 
= (ml + kn)fCnt) (gq 的 定义 ) 
一 Pr 二 有 1 (有 理 数 加 法 ) 
所 以 ,8 是 QQ 到 日 的 坏 同 态 映射 . 


又 ,由 


人 


各 | ) =min=0EQ 
知 必 有 到 三 0, 即 


也 就 是 Ker( pg) = {04 1、 为 单 射 . p 为 满 射 则 是 显然 的 事情 

这 说 明 Q, 同 构 于 有 理 数 环 O， 

如 果 , 取 定理 1 中 的 R 为 偶数 环 玉 ,Q 为 Q: .同样 可 以 证 明 ， 
对 任意 偶数 几 ,na 20, 规定 

乡 : | 有 

是 Qs 到 的 环 同 态 映射 ,而 且 是 个 单身 ， 

任 取 一 有 理 数 &//, 有 

(| 驹 |)=2e120=a1 

这 说 明 y 也 是 个 满 射 ,从 而 它 是 个 同 构 映射 .Qs 也 同 构 于 有 理 数 
域 Q. 

例题 1 设 只 是 个 无 零 因子 环 , 且 至 少 含 两 个 无 素 . @Q 是 按 


定理 ! 办 法 构造 出 来 的 瑾 .那么 ,任意 域 上 ,只 要 RS 三 F, 则 下 
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mln 


必 会 一 子 域 QQ' 同 构 于 Q. 
证 明 因为 下 是 个 域 , 任 取 4a,5ER, 65 才 0, 则 有 5 'EF， 
从 而 a6 “' 在 下 中 是 确定 的 元 素 . 规定, 对 任意 a€ R, 5b€ Ro， 


9: 近 | 一， 


即 得 Q 到 下 的 映射 . 容易 验证 它 是 个 同 态 映射 , 且 不 是 零 映 射 . gp 
是 Q 到 Img( gp) 的 同 构 映射 ,Img(g) 是 下 的 子 域 . | 

这 个 例题 说 明 ,只 如 果 能 嵌 人 到 某 域 下 ,那么 下 必 含 一 同 构 
于 QQ 的 子 域 .也 可 以 说 ,Q 是 R 可 以 骨 人 的 域 的 最 小 者 (当然 是 同 
构 意 义 下 讲 的 ). 从 这 种 意义 上 说 , Q 是 由 RR 完全 确定 的 . 人 们 称 
用 这 种 方法 构造 出 来 的 这 个 域 Q( 以 及 它 的 各 同 构 像 ) 为 环 RR 的 
分 式 域 或 商 域 . 

从 代数 学 的 观点 看 , 同 构 的 群 . 同 构 的 环 、 同 构 的 向 量 空间 的 
代数 结构 完全 相同 ,有 时 索性 把 同 构 的 代数 系统 看 成 是 同一 个 东 
西 .但 是 ,初学 者 应 该 清醒 地 注意 到 这 些 区 别 . 

我 们 约定 ,给 定 一 个 可 交换 的 无 零 因子 环 RR, 它 的 分 式 环 就 


是 
Q= | rER, r#0]. 
其 运算 是 
a1+L=-adt gc ac 
bp qa WH bd Bd 


且 把 Q 中 元 | 针 | 就 记 为 fa. 这样 一 来 ,就 把 Q 的 于 环 


R’= eaQlaeR| 
与 环 R 等 同 起 来 ,R 就 成 了 Q 的 一 个 子 环 . 
命题 3 设 愉 宕 R ,它们 是 可 交换 的 无 零 因 子 环 ,Q 和 QQ’ 分 
别 是 它们 的 分 式 环 , 那 么 ,Q 衬 Q”- 
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& 
1 


证 明 设 站 到 R” 人 
a bER, b0. 


一 || 
首先 ， 0 为 同 构 , pg(5) 取 0, 从 而 


pa) 
gb) 


有 意义 ,是 R' 中 确定 的 元 素 . 
其 次 ,要 说 明定 义 是 合理 的 .车 


DR 
则 pla)}g(d)= plb)p(e) ,Eg(b)A0, pg(d)¥0. 故 
Elna 
再 次 ,读者 自己 可 以 证 明 


o(| 几 本 |)=e( |])-e( 择 上 
最 后 ,可 以 证 明 a 的 双 射 .事实 上 , 若 


攻 | 下 六 | 括 中 = 他 | 


则 必 有 pla)=0'g(5)=0 .而 gp 是 单 射 , 故 必 有 a=0, 这 说 明 
| 是 Q 的 零 元 .9 为 单身 ,对 任意 

了 
因 gp 是 满 身 , 必 有 a,6ER, 使 g(a)=a', g(5)=5 利 60. 于 
是 


-| 


a 
pl)? 


这 说 明 8 是 满 射 . 
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综合 之 ,有 Q 宕 Q 1 
习题 三 


1. 设 RR 是 个 环 .证 明 :对 任意 rE 只 ,和 如果 有 sE 民 使 得 rs =sr 且 r+s 
+rs=0, 则 s 是 由 r 唯一 确定 的 . 

2. 如 果 环 R 是 个 域 ,那么 RR 的 分 式 域 必 同 构 于 R. 

3. 设 R=|m+ny21m,n 了 |, 米 它 的 分 式 域 . 


$4 交换 环 上 的 多 项 式 


这 一 节 要 讨论 的 多 项 式 环 是 一 类 极 重要 的 有 单位 元 的 交换 
环 .之 所 以 说 它 “ 重 要 "是 因为 ,一 方面 它 在 数学 史上 占有 显赫 地 
位 , 另 一 方面 它 在 解 各 类 方程 问题 态 至 其 他 学 科 中 有 广泛 用 途 . 

在 初等 数学 和 《数学 分 析 》 中 ,多 项 式 是 以 函数 面目 出 现 的 . 函 
数 


fr)=aor ttairzta, ER 
中 的 z 称 为 自 变 量 或 未 知 元 ,等 等 . 

这 里 要 讨论 的 多 项 式 不 限于 以 数 为 系数 者 .采用 “代数 方法 ” 
定义 ， 

定义 1 设 (S,+,*) 是 个 有 1 的 交换 环 .每 个 形 如 下 面 的 表 
达 式 

fr)=a0 tar ar te t ar”, 
(其 中 为 非 负 整 数 ,ao ,a,,…,a, ES) 均 称 为 是 环 S 上 的 一 个 
关于 过 的 多 项 式 . 

.az 称 为 是 多 项 式 Fr) 的 ;次 项 ,ai 称 为 (x) 的 i 次 项 系 
数 , 当 a 为 S 中 的 零 元 时 ,表达 式 中 之 i 次 项 可 以 不 写 .ao 称 为 
常数 项 . 

两 个 多 项 式 说 是 相等 的 , 当 而 且 仅 当 , 它 们 的 每 个 同 次 项 系数 
均 相同 ， 
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环 S 上 所 有 关于 z 的 多 项 式 构成 的 集合 记 为 S[ z] . 
可 以 把 fw) 简 记 为 广 
例 1! 5+6zx+4 { 二) + 4z? 是 有 理 数 域 Q 上 关于 之 的 一 
个 多 项 式 . 
例 2 1 +4 22+] 是 环 1; 上 的 一 个 多 项 式 . 
在 上 述 这 个 文字 很 多 的 定义 中 ,关于 何谓 两 个 多 项 式 相等 的 
定义 至 关 重 要 ,不 本 忽视 . 
例 3 实数 域 上 多 项 式 
fle)=20 +214Y6r’ +0r, 
g(r)=0r" tv62 3 +25 +0r+2, 
h(r)=v6r +27: +t2 
是 同一 个 多 项 式 ,因为 它们 信 次 项 的 系数 均 相同 ,系数 为 0 的 项 可 
以 不 写 . 
读者 切 不 可 自作 主张 用 其 他 办 法 来 衡量 两 个 多 项 式 是 耕 相 
等 . 尤其 不 可 用 分 析 的 办 法 认为 “两 个 多 项 式 相 等 , 当 而 且 仅 当 , 它 
们 是 相同 的 孙 数 ”. 
例 4 在 有 1 的 交换 环 I, = 10" ,1' 1 上 ,多 项 式 
f(r)=Y r+ x, 
g(rT)=1° x +1’ rc, 
A(r)-0°r+0°, 
是 两 两 不 同 的 多 项 式 .尽管 作为 “函数 ” ,有 
7(0°)=0°, f(1’ )=0°, 
8{0°)=0° , g(1’)=0’, 
A(0 )=0 A(1*)=0°, 
也 就 是 说 ,即使 它们 * 处 处 相等 ", 也 绝 不 可 认为 
fz)= g(r)= h(x). 
那么 ,本 课程 所 定义 的 多 项 试 概念 与 "传统 意义 ”不 是 发 生 予 
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盾 了 吗 ? 后 面 将 说 明 , 在 数 域 上 ,“ 代 数 的 ”定义 和 “分 析 的 "定义 是 
一 致 的 ,新 引进 的 多 项 式 概 念 是 原来 已 经 知道 的 多 项 式 概念 的 推 
广 ， 
定义 2 设 S 是 个 有 1 的 交换 环 .如 果 多 项 式 
Fr)=ao tarrtt ae, 
BT)=O tO Et +t be" , 
其 中 之 nn .那么 ,规定 多 项 式 
《ee 十 四》 二 (Qi tO) tt {a th tt 
为 /A(z) 与 g(x) 的 和 和, 记 为 f(r)+ g(x). 
规定 多 项 式 
Qobat (arbo t aobi)r t+ a bar™” 
为 [(z) 与 g(xz) 的 豫 积 , 记 为 /(z) g(x). 
例 5 在 I 上 ， 
(6+3z+5z)+[(—3)+ r+ 2)=3+3r+62 +(—2) 1, 
(3+7x3)+ (~3)+1r =1zx: +7z?, 
《IE+Ez)[i+( 一 1Dz]=1+( 一 1)z2， 
例 6 在 I 上 
(1 x+2' rz)+(t" +4° zr )=1" +1° 7, 
(二 +2 zo)(3" rx’)=3’ zi. 
定理 1 设 S 是 个 有 1! 的 交换 环 ,那么 , S[.x] 在 上 面 规 定 的 
多 项 式 的 加 法 和 采 法 之 下 作成 一 个 有 1 的 交换 环 . 
证 明 Sfz] 关 于 加 法 满足 结合 律 和 交换 律 的 验证 是 很 容易 
的 .多 项 式 
0=0+0z=0+0zx+"+0z" 一 … 
就 是 (S[z], + ，) 的 加 法 零 元 素 ,通称 零 多 项 式 - 
对 于 FLz)= ao+eiz+…+a ,多 项 式 
B(x)=( a) ta)rt + (a ) 
恰 为 人 (x) 的 负 元 素 . 
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关于 分 配 律 和 乘法 交换 律 的 验证 也 是 比较 容易 的 . 现在 来 验 
证 乘法 结合 律 . 设 
rz) 一 ao+at 二 二 Got 
g(2)=Bbot ht thr™, 
hlr)=coterrt. tepr, 
f(x)g(r)=dot dirt et ds 
g(r)A(r)=eut el 十 十 er 
按 定义 , 坡 证 明 [f(x)g (Cx)jh(z)= f(r)[g(z)h(z)], 必 
要 而 且 只 要 蛤 让 它们 同 次 项 的 系数 相同 . 
多 项 式 [ f(x)g(.z)]h(x) 之 第 i 项 的 系数 是 


doci t+ dic tt dco= Daey, (1) 
j=0 
而 每 个 4 力 是 /(z)g(x) 之 第 j 项 系数 , 故 
d= dab + tabe = Tab,,. (2) 
所 
将 (2) 代 人 (1), 得 
六 六 op ce (3) 
Fr 
实际 上 , 它 就 是 a ,6。 和 cx 的 所 有 脚 码 之 和 为 i 的 积 a.Bc 之 
和 , 即 (3) 等 于 
Babe (4) 
多 项 式 /(z)[g(z)h(x)] 之 第 i 项 的 系数 是 
Da (5) 
而 = 岛 bcs-,, 从 而 可 算出 (5) 等 于 
入 六 open (9) 


2 
它 也 恰好 是 取 尽 3 个 脚 码 之 和 为 i 之 各 种 可 能 的 a, ,5b, 和 ec。 的 
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积 再 做 的 和 .所 以 ,(6) 和 (4) 是 一 致 的 . 
多 项 式 1z=0+1r+…+0x 就 是 S[z] 的 恒 等 元 . 
S[z] 在 + 和 ' 之 下 是 个 有 ! 的 交换 环 . 1 
定义 3 环 (S[zr],+,*) 称 为 环 S 上 关于 .r 的 多 项 式 环 . 
定义 4 多 项 式 


f(r)=a0 tarrte dar 1 amr” 
中 ,如 果 -天 0, 而 ar =… = =0, 则 说 AGOz) 的 次 数 为 m， 
记 为 
deg f(x)=n. 


零 多 项 式 的 次 数 用 符号 一 来 记 . 这 样 ,每 个 多 项 式 都 有 次 数 
了 .为 说 话 方便 ,还 规定 对 任意 非 负 整数 x ， 
Kn, (-eo)+( 一 co)= 一 oo， -co+7= 一 co， 
命题 1 对 任意 /(r),g(z)ES[z], 恒 有 
deg[ f(x) + al(r) hemaxideg f(z),deg g(x)}, 
deg[L f(x)g (rdeg f(x)+deg gt{r), 
其 中 mmaxj mm ,nn| 代 表现 数 ww ,n 之 最 大 者 . 
证 明 设 
fr)=a0tarrt tar, 
gz) = bo 十 有 壮士 十 有 nn 人 7 
当 它们 有 一 个 为 零 多 项 式 时 ,命题 显然 是 对 的 . 现 假定 (xz) 和 
8( 工 ) 均 不 为 零 多 项 式 .它们 的 次 数 分 别 为 p 和 q. 
看 用 x)+g(7) 的 ;次 项 系数 . 若 i>p,gq, 那 么 a;=0, b= 
0. 故 ai+ 瑟 =0. 故 
deg[/(z) + g(r)JEp,g. 
再 看 Ar)g(z) 的 ) 次 项 系数 . 著 j>p+ gq, 那么 ,对 任意 
tj, 必 有 1>p 或 -1>g. 故 


Dz =0. 
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从 而 deg[ f(r)g(z)]Sp+g. i 
推论 当 S 是 整 环 时 ，S[ 2 ] 亦 为 整 环 . I 
事实 上 ,着 f(z) ,8() 均 不 为 零 多 项 起 , 设 在 (7) 中 ,天 0， 

,=0, 对 所 有 i>p; 中 天 0， 玉 =0, 对 肘 有 j>9. 于 是 

Sab, 

中 只 有 ap 0 其 余 各 项 向 为 0 也 就 是 说 ,PCz)8(z) 的 第 p+ 

9 开 woP 不 为 0 
命题 2 设 尺 是 个 有 上 | 的 交换 环 ,R[z] 是 民 上 关于 z 的 多 

项 式 环 .那么 , 取 定 “后 民 时 ， 

Graytarrtit ar mat au tt au 

是 环 R[x 到 RR 的 环 同 态 映 射 
证 明 ”显然 ,映射 p 的 定义 是 全 理 的 ,多 项 式 的 表达 式 中 关 

关 干 个 以 0 为 系数 的 项 不 影响 对 应 的 结果 . 

任 取 f(z),glx}yE R[xz], 如 (7). 有 


plf(r) + g(x)) 
= gllao +60)+(ar +t hb)z+..") (R[xj 的 加 法 ) 
=(ao+b0) ta that {9 的 定义 ) 
= (datatt ta )t (t+) (R 中 的 加 法 } 
= 9p[f(r)) + plge(r)), 《9 的 定义 ) 
plf(r)g(z)) 
= gp[aobot (aobi + arbo)r+'] (R[x 1 的 乘积 ) 


=aobo t+ (aob + abo)u + +anbu"'" (yp 的 定义 } 
= (gat ta (bot e+ bnu™) {R 的 乘积 ) 
=Y[A(z)]g[s(z)]， 《9 的 定义 ) 
所 以 ,p 是 R[xz] 到 R 的 环 同 态 ， 1 
我 们 记 
pLf(r))=aotarut tau = /(u). 
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命题 2 证 明了 
(ft)(u)=f(u) + glu), 
(fe)(u)= fu gu). 
定义 5 设 S 是 有 1 交换 环 , f(z)ES[z1. 说 元 素 rES 是 
多 项 式 f(r) 的 一 个 根 ,如 果 /Cx)=0. 也 可 以 说 ,满足 多 项 式 
f(x). 
例如 ,1 是 有 理 数 域 上 多 项 式 
flz)=1zx:+(-1) 
的 一 个 根 , ~ 1 也 是 该 多 项 式 的 根 . 
环 LE 上 的 2 次 多 项 式 
glr)=t1" zz+(2 ,2") 
有 4 个 根 , 它 们 是 
(1° ,1° ),(1" ,2°),(2" ,1°),(2° ,2°). 
下 面 ,我 们 来 讨论 这 和 样 一 个 问题 , 设 S 是 环 R 的 一 个 子 环 ， 
rER. 问 ,R 中 由 集合 
SUir} 
生成 的 子 环 (SU {x1) 是 什么 样子 . 
注意 ,有 1 环 的 于 环 未 必 有 1, 如 果子 环 有 恒 等 元 ,也 未 必 与 
大 环 的 恒 等 元 一 致 . 
例如 ,偶数 环 E 和 整数 环 I 的 外 直 和 EBI 中 ,EI 无 恒 等 
元 ,但 它 的 子 环 1= 1(0,n)im€ 了 有 恒 等 元 . 
和 有 恒 等 元 ,而 其 子 环 互 元 便 等 元 . 
IE 有 便 等 元 (1,1), 子 环 
I={(0,n)|n€ED 
亦 有 恒 等 元 (0,1) ,但 二 者 并 不 相等 ， 
注意 这 点 以 后 ,就 可 以 证 明 下 面 的 
命题 3 设 尺 是 个 有 1 的 交换 环 ,S 是 尺 的 子 环 且 有 (自己 
的 ) 恒 等 元 ,rE 民 .如 果 -不 是 S[z ] 中 任何 非 党 多 项 式 的 根 ,那么 
《SUIrDs[zl}. 
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证 明 建立 映射 gp: f(z) 一 A(7), 这 是 SLx] 到 RR 的 喘 射 . 
车 f(z)E SEz1, 设 
Fr)=ao+atr+ ta aES, 
那么 ,由 于 (SU1r}) 是 含 S 又 含 r 的 子 环 , 故 
Fr)=aotur+ ta ECSU {fr}). 

也 就 是 说 Img(q) 守 《SU {rx 人 ). 

另 一 方面 , Img(g) 是 一 个 环 的 同 态 怕 , 它 本 身 是 个 环 ,也 就 是 
说 Img(g) 是 R 的 子 环 .而 且 S 中 每 个 元 s 就 是 一 个 关于 x 的 常 
数 多 项 式 , 记 h(x)= 5, 则 斑 (7)=s, 从 而 ;EImg(g). 也 就 是 

SEImg( 9). 

再 看 多 项 式 i(z)=1z, 由 i(r)=1r=7r 知 r€ lmg(y). 

所 以 , R 的 子 环 Ing(p) 既 包含 3S 又 包含 了 元 察 r. 从 而 
《SU 1rD)Clmg(g). 进 而 (SU17))=Img(9). 

研究 Ker(q). 如果/(z)ES[z] 使 pg[f(x)}=0, 即 f(r)= 
0. 但 ,r 不 是 任何 S 上 非 零 多 项 式 的 根 . 故 /( 工 ) 只 能 是 零 多 项 式 ， 
也 就 是 S[ 工 ] 的 零 元 索 , 即 Ker(py= 101. 

由 环 同 态 基 本 定理 ,得 

S[zJ/Ker(¢)=S[z Img(g)= (SU!r})). 1 

命题 3 告诉 我 们 ,多 项 式 的 定义 虽然 有 些 抽象 ,但 它 代表 的 东 
西 还 是 相当 具体 的 ,S[z] 实 际 上 是 在 环 S 上 又 添上 了 另外 -一 个 
元 素 所 得 到 的 一 个 新 的 比较 大 的 环 .不 过 新 添 的 元 素 与 S 关系 相 

例如 ,在 实数 域 R 中 ,自然 对 数 底 e 和 圆周 率 x 都 是 所 谓 超 
越 数 ,人 们 已 经 证 明 , 它 们 都 不 是 任何 非 零 有 理 多 项 式 的 根 -所 以 

zd0U {eIU 1). 

而 实数 /2 与 整数 环 工 的 关系 就 不 那么 “ 朴 远 ”, 它 满足 非 零 整 

系数 包 项 式 


1z*+{-2), 
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《IU 1Y2)) 之 结构 又 当 别 沦 . 
本 书后 面 , 常 把 多 项 式 中 的 系数 1 省 去 不 记 ,( a)x’ 直接 记 
为 -az'. 例 如 1z?+(-2)=x ?一 2. 
下 面 , 我 们 对 域 F 上 的 多 项 式 环 F[z] 做 进一步 讨论 . 
命题 4 设 下 是 个 域 ,A(z),g(x)E F[xz]. 那 么 
deg[/(x)g(.r)]=deg f(x)+ deg g(x), 
这 是 命 要 1 推论 证 明 中 的 特殊 情形 . 1 
定义 6 设 品 是 个 整 环 , 多 项 式 
f(r)=aotarrt ta t+"t+a’, a ED, 
中 ,ar 天 0, 上当 > 时 有 刀 =0, 即 deg f=/r, 则 说 a, 是 /(z) 的 
首 系 数 . 
多 项 式 也 林 以 采用 所 请 降 窦 排列 法 ,例如 上 面 给 定 的 多 项 式 
f(z) 也 可 以 写成 
fr)=ar ttalriao, 
命题 5 设 站 是 个 整 环 , F(z)E D[x], g(x) 是 DELz] 中 首 
系数 为 1 藤 多 项 式 . 郑 么 , 必 有 g(r),r(z)ED[z] 使 
flxi=g(r)gr) tr(r), degr(z)<deg g(x). 
证 明 如 果 我 们 已 经 有 deg /(z)< deg g (z), 只 要 取 
g(xz)=0，-(z)=f(x), 就 有 
f(r)=08(r) + f(r), deg f(r)<deg g(r). 
现 假定 
flr)=ar” ttariar, an 天 0， 
BT)= 2 + b+ bo, 
=m 一 n 守 0. 对 d 用 数学 归纳 法 ， 
当 d=0 时 ， 
f(x)=g(r)ar ta -bra ) x” +t (a0 — boan)), 
符合 命题 要 求 . 
现在 假定 ,命题 对 满足 deg /(z) 一 deg g(x)<d 的 /(xz) 都 是 
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对 的 , 令 
(zz) = 区 (之 ) an "+h(r), 
显然 , deg h(z) 扫 六 一 工 当 degh(z)< 工 时 ,命题 真确 ; 当 
deg 斑 (上 ) 闻 下 时 ,有 
deg h(x)— deg g(r)<d. 
出 归纳 法 假定 ,应 有 g(x),r(zr) 使 
h{r)=p(r)g(r)+tr(r), degr(r)<deg g(rz). 
也 就 是 
fr) glr)ant™ "=g(r)g(r) tr(z), 
flr)=g(x) g(r) tanr™” "+rtr), 
而 HL deg r (x)}< deg g(x7). 
命题 得 证 . l 
定理 2 设 下 是 个 域 .那么 ,对 任意 f(z),g(x)EF[zx], 中 
要 g(x) 隆 0, 必 有 q(x),r(z)E Flzr] 使 得 
flr}=g(r)atr) tr(r), degr(r)<deg glr). (x#) 
其 中 deg r(x)<deg glx) 包括 了 r(xz)=0 或 r(x) 次 数 小 于 
(xr) 次 数 两 情形 . 
进一步 ,满足 ( * ) 的 g(x) 和 r(x) 是 由 f(z) 完全 决定 的 . 
证 明 设 
ET) te b+ hbo, b, A0. 
由 于 下 是 个 域 ,p, 尖 0 则 必 有 道 .看 多 项 式 
8° (a)= 0 8(r) = t+ bo, 
它 的 首 项 系数 为 1, 由 命题 5, 必 有 g(x),r(z)E FLxz] 使 
fr)=a (xr)g’ (rx)+r(r), degr(r)<deg sg (x), 
而 deg g "(x)=deg g(x), 故 有 
f(x)=g(r)(bilg’ (rc))+r(z), degr(z)<deg g(r). 
取 g(r)= 5;'q" (xz), 即 有 
flr)=g(r)g(r) tr(r), degr(r)<deg g(r). 
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进一步 , 设 又 有 gi(.c) ,ri(z) 使 
fr)=g(z)q(z)tri(z), degri(r)<deg g(r). (**) 
将 (* ) 和 (x x ) 两 端 分 别 相 减 ,得 
glz) (a(z)- g(r))=r (rz) -rr(r). 
比较 其 两 端 多 项 式 的 次 数 ,车 9(z) - 9:(z) 不 是 零 多 项 式 , 则 
deg g(z)<deg(ri(z)-r(r))<maxildeg ri(z),deg r(x)}, 
了 矛盾. 
所 以 ,gz)-e(z)=0, 进 而 ri(z)-r(Cz)=0, 即 
g(r)= q(x),r(r)= ri (zr). 1 
命题 5 和 定理 1 的 证 明 写 出 来 要 说 很 多 话 , 表 而 上 相当 复杂 . 
而 实际 上 ,它们 是 初等 数学 中 数 域 上 的 多 项 式 带 余 除法 (或 称 长 除 
法 ) 的 推广 ,理解 起 来 并 不 难 . 
例如 ,在 有 理 数 域 Q 上 , 取 
fr)=r trt+l, g(x)=2z-2. 
用 g(x) 去 除 Kz) 的 步骤 是 


glx)=zx 12c+5，r(z)=11， 
(z+r+1)=(r-2)(r +2r+5) +11. 
定理 3 设 下 是 个 域 .那么 , 环 FF[z] 的 每 个 理想 都 是 一 个 主 
理想 . 
证 明 设 1 是 F[z] 的 一 个 理想 . 
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如 果 了 = {0| ,那么 工 就 是 元 素 0 生成 的 主 理想 ， 

如 果 了 寺 10|, 设 g(x) 是 了 中 所 有 非 零 多 项 式 中 次 数 最 低 者 
之 一 .可 以 断言 a(7x ) 生 成 的 主 理想 (g(x)) 恰 好 等 于 理想 了 

一 方面 ,g(xz)E1, 故 (g(x)EI. 

曙 一 方面 , 任 了 到 f(z)€E 1. 据 定理 1, 必 有 g(x),r(r)EF 
[ 7] 使 得 

fr)=g(r)g(r)+rtr), degr(z)<degg(2). 

CEL, g(r)ET, gz)otzIET 政 r(r)ET 

但 是,g (x) 是 [里 所 有 非 零 多 项 式 中 具有 最 你 次 数 者 . 
deg rr)j<deggtzr) 导 致 (z) 必 须 为 等 多 项 式 . 共 而 

f(r)=g(r)gt EL. 

这 说 明 JS (Cg(z)). 

总 之 ,有 [=(g(x)) | 

例题 1 设 下 是 个 域 , f(xz)EF[z], cEF. 那 么 , 必 有 
q(x)€ FLz] 使 得 /(x)=g(r)(z-e)+fl(e). 

证 明 用 多 项 式 x -c< 除 /(x), 由 于 deg(z 一 c)=1, 必 有 
qtz).r(z)E Flx], 使 

Fr)=gziz-c)+rr)， 次 数 r(r)<1. 
从 而 r(x) 或 为 0 或 为 零 次 多 项 式 (其 非 零 的 常数 多 项 式 ). 设 
rtr)=a€F, 则 
f(r)=y(x)(z-e) +a. 
上 式 之 两 端 均 用 c 代入 ,有 
fc)=y(e)(c-c)ta=a, 

也 就 是 了 x)= g(x)(z-c)+t+ fc). 1 

举 个 具体 的 例子 . 数 域 I 上 , 设 

f(z)=2° z+1’z+3". 

那么 ,/(2" )=2” 1" +2* +3" =2* .做 除法 
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2 2 二 4" 十 37 工 


和 2 PP 二 3 
2 7 -4 
3 
4 一 3 
3 22 十 1 了 
3 71'z 
2° T+3° 
2° x-4" 
7 
所 得 之 余数 也 是 7" . 


命题 6 设 下 是 个 域 ,A(x)EFLz1], aE 下 .那么 ,a 是 f(x) 
的 根 , 当 而 县 仅 当 之 ~a 整除 f(z). 
证 明 车 z-a 能 整除 /(x+), 有 g(xz)EF[x] 使 
f(x)=g(r)(r-a), 
那么 ,f(a)= gla)(a 一 a)=0, a 是 了 x) 的 一 个 根 . 
反之 ,车 a 是 fz) 的 一 个 根 ,做 除法 
f(x)=g(r)(z-a)+tr, 
因为 z ~& 是 一 次 多 项 式 , 故 > 为 0 次 或 - so 次 , 即 >=0 或 -为 
下 中 非 0 元 家 .将 a 代 人 除 式 , 得 
rigla)(a -a)= f(a)=0. 
故 知 "=0, fz)=g(z)(z 一 4), 也 就 是 zx-a 能 够 整除 f(z)， 于 
命题 7 设 F(z) 是 域 下 上 的 ?> 次 多 项 式 ,n 守 1. 那 么 ,下 中 
至 多 有 n 个 不 同 的 元 素 是 f(z) 的 根 . 
证 明 设 al,…,a,EF, 丙 两 不 同 ,它们 都 是 (x) 的 根 . 
首先 ,ai 是 f(z) 的 根 , 据 命题 6, 应 有 
f(x)=(r -a)g(r). 
将 as 代入 f(z), 因 as 是 它 的 一 个 根 , 故 有 
0= f(a3)= {as -a1)g (a2), 
而 天 aa ,从 而 必 有 g(a,)=0. 
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于 是 ,由 aa 为 上 (z) 的 根 推 知 
gr)=(r-ehtr)， fr)=(zr-a)(r- a)h(r). 
这 样 不 断 做 下 去 ,就 有 
fr ra a) (ra)k(zr). 
由 于 (x at)…(x 一 a) 的 次 数 + 不 能 大 十 有, 即 得 结论 ，1 
命题 7 对 于 数 域 上 成 立 是 大 家 早 就 知道 的 了 ,而 对 一 般 有 1 
可 换 环 此 事 不 真 .本 节 开 头 就 讲 了 ,hI 上 一 个 二 次 多 项 式 有 4 
个 根 ， 
例题 2 设 下 是 个 域 ,1,a2,…,4, 是 下 中 必 个 不 同 的 元 案 ; 
而 四 yb 入 是 斑 中 任意 7 个 元 素 . 令 
pAr)=(rad (ema (ro) (ra,), 
i=1,2,,n. 
耶 么 ,显然 有 户 (a, ) 天 0. 再 令 


AD) = Dh), 


则 f(z) 是 域 下 上 次 数 不 大 于 一 1 的 唯一 的 一 个 使 
fla}=b, fla)= 6 /las)=b, 
的 多 项 式 . 
证 明 由 于 j 到 i 时,p;(a,)=0, 故 显然 有 
fa)=b, i=h,2,n 
如 果 又 有 次 数 不 大 于 n 一 1 的 多 项 式 &(z) 使 
g(a)=6b, i=1,2,,n 
那么 ,多 项 式 上 (xz)= 了 f(z) g(x) 钦 数 亦 不 大 于 nn 一 1. 但 
hla)= fla)— g(a.)=6 -b=0, 
说 明 h(z) 有 x 个 不 同 的 根 . 据 命 题 7, h(x) 必然 是 骞 多项式, 即 
f(z)-g(z)=0; 也 就 是 f(z)=g(zx). 1 
例题 3 有 理 数 域 @@ 土 多 项 式 f(x) 各 g(x) 相等 , 当 而 且 仅 
当 , 对 任意 a2EQ. 有 /(a)=g(a). 
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证 明 车 /(z)=g(z), 那 么 ,对 任意 aEQ, 当然 有 
fla)=g(a). 
反之 , 设 f(x) - g(x) 的 次 数 为 x, 车 对 任意 a 和 恒 有 f(a)= 
g(a&) ,最 
fla)~ g(a)=0, 
f(z) -g(x) 有 多 十 个 根 , 它 只 能 是 零 多 项 式 ,从 而 得 
f(x)=g(zr). 1 
这 个 例题 解决 了 本 节 开 头 提出 的 问题 ,我 们 定义 的 多 项 式 概 
念 ,在 有 理 数 域 .实数 域 等 上 面 ,与 4 数学 分 析 》 多 项 式 函 数 概念 一 
致 . 
命题 8 设 下 是 个 域 ， 
fr)=artarzt ta , as 天 0， 
1 是 f(r) 在 FLz] 中 生成 的 主 埋 想 ,那么 ,剩余 环 FLz JUT 的 每 个 
元 素 均 可 唯一 地 表 成 如 下 形式 
(bothrxteth x tl bo bb EF, (x) 
而 且 
F'=ib+Ilb€EF} 
是 F[x]fT 的 子 域 , 它 同 构 于 下 . 
证 明 任 取 FF[z]/T 的 元 素 g (x)+ 了 ,其 中 g(xz)E F[z]. 用 
六 7) 除 之 , 必 有 q(x) ,r(x)E FEz]， 
g(x)= f(r)q(r)+tr(z), degr(z)<deg /(x)=n. 
由 于 
g(z)-r(z)= f(r)q(r) EL, 
故 
号 ( 工 ) 二 了 一 六 ( 工 ) 十 了 
共 而 F[z]/ 的 元 素 至 少 有 -- 种 方法 表 成 ( * ) 形 式 . 
- . 另 一 方面 ,如 果 
十 下] 工 十 二 加- 二 co 二 cz 二 co 二 了 
那么 ， 
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(boco) tb cretet (bi ei)" ET 
所 以 ,f(r) 要 整除 一 个 次 数 小 于 2 的 多 项 式 
(Bo co) tb crtet (bic) 
从 而 ,上 面 这 个 多 项 式 必然 为 0. 得 到 
Bo = cos by= cs es bl= ents 

这 就 证 明了 唯一 性 . 

令 g:5>b+1 则 得 到 下 到 F 所 的 一 个 映射 .很 容易 说 明 这 是 
个 同 构 映射 . I 

现在 ,可 以 加 过头 来 审视 一 下 ,多 项 式 

Sx) =a0 t art tar" 

中 这 个 “z ”到底 是 个 什么 东西 . 

严格 说 来 ,在 抽象 代数 学 中 , 称 其 为 变 元 或 不 变量 是 不 恰当 
的 ,因为 多 项 式 不 是 在 任何 环 上 都 能 作为 “函数 "来 讨论 的 . 

称 x 为 未 知 量 也 不 合适 ,因为 ,并 不 是 一 定 要 把 这 个 x 求 出 
来 使 其 为 已 知 的 某 元 . 

实际 上 ,在 多 项 式 中 关键 是 它 的 各 个 系数 ,1, zx,z?，,…,x” 只 
起 标记 系数 位 置 的 作用 .在 整个 讨论 中 ,究竟 是 用 x 还 是 用 y, 折 
或 是 用 A 都 是 无 关 紧要 的 . 

因此 , 简 简单 单 地 称 x 为 “文字 "比较 恰当 .但 ,有 些 书 沿用 初 
等 代数 语言 称 z 为 变 元 或 变量 ,我们 不 可 按 字面 理解 ， 

在 代数 同 构 的 观点 之 下 ,可 以 完全 不 出 现任 何 “ 文 字 ” 而 照样 
讨论 多 项 式 环 . 

例题 4 设 S 是 个 有 1 的 交换 环 ,考虑 S 上 所 有 (元 素 ) 序 
列 ， 

f=(a0,a08 a ), aAES, asr=arz = =0, 
的 集合 S[]. 规定 ,二 序列 相等 , 当 苛 征 仅 当 ,它们 对 应 的 项 均 相 
等 . 

对 任意 二 序列 
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区 (SS 


f=(agrar san), dES, wril= am+t7= "= 
规定 序列 
(ao + bo a t bo sn*) 
为 了 与 g 的 和 , 记 为 f+ g 规定 ,序列 
uobosartot aoby sr dob + arbn-1t "+anbo,.) 
与 /与 g 的 积 , 且 记 为 fg. 
那么 ,(Stj, + ，) 作 成 一 个 环 , 它 同 构 于 环 S[x]. 
证 明 建立 映射 ¢， 
dp 
由 于 序列 只 有 有 限 项 不 为 0, 多 项 式 
do Fart ent gr” 
中 以 0 为 系数 者 又 可 穷 可 不 写 , 所 以 它 是 由 序列 (an,eli,…， 
4.) 队 一 确定 的 . g 是 SI 到 环 SLx] 的 映射 . 
不 同 的 序列 必 译 少 有 某 对 应 项 不 同 ,从 而 它们 对 应 的 多 项 式 
有 某 对 应 项 系数 亦 不 同 . 这 说 明 p 是 个 单 射 . 
容易 说 明 , 9 是 个 满 射 ,从 而 gp 是 个 双 射 . 
再 进一步 , 据 S[] 的 加 法 和 乘法 定义 可 以 看 出 ,对 任意 ,5gE 
S[], 还 有 


plf+g)= p(f) + 9(g), 
pf rg)= pf pe). 
由 第 四 章 $ 4 之 例题 6 知道 S 上 必然 是 个 环 而 且 它 同 构 于 多 
项 式 环 S[z], 1 
这 个 例题 说 明 多 项 式 理论 中 文字 z 可 任意 选择 其 至 索性 不 
用 任何 文字 ,关键 是 各 系数 的 位 管 . 
但 是 ,用 序列 记 多 项 式 具 体 运算 起 来 也 有 不 方便 之 处 ,本 书 仍 
拌 一 文字 记 之 ， 
我 们 再 介绍 些 多 文字 多 项 式 知识 , 它 是 研究 域 扩张 (第 七 章 ) 
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的 重要 工具 . 
定义 7 设 RR 是个 有 1 的 交换 环形 式 穴 达 式 
fT) =a t anttan yt er t anay + anszyt 
aot ta nin ytetaoay, ay€ER, 
称 为 R 上 关于 文字 4 ,y 的 二 元 多 项 式 . 
dety 称 为 x 的 7 次、y 的 ) 次 项 ,而 a, 称 为 z 的 i 次 y 的 j 


次 项 系数 . 
规定 ,等 于 0 的 系数 可 以 不 写 出 米 ; 多 项 式 
Fn) = Dar'y, ~ (7) 
gry) = DY bry, (8) 


相等 . 当 而 且 仅 当 , 它 们 对 应 的 系数 逐 项 相同 , 即 
y=, (i, =0,1.); 
任意 两 个 多 项 式 /(x,y) ,ake,y) 如 (7),(8), 它 们 的 和 是 
Dar + 本) 
记 为 Ar，y) 1 g(r,y); 它 们 的 积 是 > cox'y ,其 中 


c= > apu， 


a 


也 就 是 先 做 形式 积 六 ahr'a?y y* ,然后 把 " 含 x,y 个 数 "完全 
相 朵 的 项 合 起 米 , 即 得 其 积 的 各 系数 . 

不 难 验证 ,F 上 关于 文字 z,y 的 所 有 多 项 式 的 集合 ,在 上 面 
定义 的 加 法 和 乘法 之 下 构成 一 个 环 , 记 为 Ffz，,y]. 

注意 ,对 任意 .FLr,y)E FE[z,?], 表 达 式 

fxsy) antarortaryt + a y te 
又 可 以 看 成 是 多 项 式 
aoer dor ,ayy 
之 和 ,而 aijzy 又 可 以 看 成 是 多 项 式 
Qty 
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的 乘积 ,z 和 y 是 可 换 的 , 即 2'y = 一 yz 
现在 斌 究 这 样 -- 个 间 题 : 设 下 是 个 域 .那么 下 上 关于 文字 zx 
的 多 项 式 构成 环 FEz1, 它 是 个 有 1 可 交换 的 无 零 因子 环 .又 可 以 
讨论 F[z] 上 关于 文字 y 的 所 有 多 项 式 构成 的 环 下 [zj[y], 它 的 
元 未 形 如 
Ely)= pot py tt py, 
其 中 po ,pi,…, p。 EF[x+1. 那 么 , 环 F[x][y] 和 环 F[z,y] 有 关 
系 吗 ? 
定理 4 设 下 是 个 域 ,那么 环 下 [zj[y] 和 环 F[x,y] 同 构 . 
证 明 和 任 取 
E(y)= polr)t pr)y tt p(xr)y’, 
页 (z) 一 aa 二 air 十 十 aa i=0,,n. 
令 它 对 应 
f(x,y)=awm tartaoy tt amr"y, 
这 是 F[zj[y] 到 FL[z,y] 的 一 个 映射 , 记 为 9. 
首先 ,gp 是 个 满 射 ,对 任意 f(x,y)EF[zx,y], 它 的 各 项 书 
写 顺 序 是 可 以 任意 变动 的 , 现 将 A(z,y) 先 按 y 的 升 等 合并 , 写 
成 


Hx)= Da t Dovy t+ Sory', 


那么 ， 
oD ar) t(D br yt Bor)y)= fz,y). 
. 次 ,yp 显然 是 个 单 射 . 
再 次 ,对 任意 
ky) = po x) tp x) yt +t pn (x)y”, (9) 
h(y)= gx)+g (rz)yt + g(r)y, (10) 
很 容易 验证 ,有 


ply) th(y))] = p(y)) + oh(y)). 
因为 不 管 是 在 Lz][y] 中 还 是 在 F[x,y] 中 ,系数 为 0 的 项 
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可 [以 随便 添 写 . 故 可 以 把 (9), (10) 中 出 现 的 y 的 项 写 到 项 , 同 
时 可 要 求 

:pn (x), 

9m (x) 


Pox), p(x) ,ee 
go( zr), g(r) ,ee 
的 x 项 都 写 到 nn 次 . 
最 后 ,对 任意 &(y),h(y)EFEz][y] 如 {9) 和 (10), 可 以 验 
证 
PUERCOYRCY = gly) I pLhCy)). 
按 定义 ,只 需 验 证 等 式 两 端 多 项 式 之 x 的 i 次 项 、y 的 j 次 项 均 相 
同 (i,j=0,1,2,…). 
左 端 
RY par) gr) tt pg (ry Te 
故 p[(y)h(y)) 之 z 的 i 次 y 的 j 次 项 系数 恰好 是 
palx)g (zx)+t pr)g (zr) ttp(r)golz) 
的 i 次 项 的 系数 , 记 为 c .再 令 ， 
Pr)=am tanrt tanr”, 
Gr)= 0 th tt br. 


右 端 ， 
PE(Y))= Daprry, ylh(y)) = Tor'y, 
9[R(y)]y[h(y)] 的 之 的 i 次 项 ,y 的 j 次 项 系数 评 为 


所 以 ,g 是 个 向 构 映 射 . 1 
以 上 事实 可 轻而易举 地 在 多 文字 多 项 式 环 Ff xz,y,z,…] 中 


得 到 . 
有 了 这 些 记号 ,对 于 环 的 子 环 的 表示 也 很 方便 . 
设 S 是 环 R 的 一 个 有 1 的 可 换 子 环 ,T 是 R 的 一 个 子 集 , 对 
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S 上 任意 一 个 以 元 争 项 式 /(z 1，… ,zw), 用 了 的 元 素 z ,fp 
代 进 去 ,就 得 到 
ft ,tn ER. 

令 S[ 丁 ] 表 示 取 尽 所 有 S 上 一 元 多 项 式 、 一 元 多 项 式 …… 取 
尽 工 中 任意 有 限 个 元 之 代入 这 此 多 项 式 , 得 到 的 R 的 元 素 的 集 
会 , 即 

SIT]=37(a ta fr en EFE rn, r, )], 
fist EE TE 

命题 9 设 尺 是 个 环 ,S 是 尺 的 有 1 可 交换 的 子 环 ,T 是 民 
的 一 个 子 集 . 则 SUT 在 R 中 生成 的 子 坏 恰好 是 SLT]. 

证 明 先 证 STT] 是 个 子 环 . 设 

flairsan), Spa)ESIT] 
Fr rT) EPFL rT), goJEFEEy mw]， 
那么 zy) +t g(y,… ,3%) 是 下 上 m+ 元 多 项 式 ， 
/zi Tmjg(y1… Yn) 也 是 下 上 r+ 元 多 项 式 .从 而 
fa an gh, ,bE S[T], 
fa an) + alb1 ,bYE SIT]. 

S[T] 为 R 的 一 个 于 环 . 

显然 ,SES[T], TESLTI. 

另 一 方面 ,R 的 任意 子 环 K, 若 SUTCK, 那 么 ,对 S 上 任意 
一 个 n 元 多 项 式 f(r，…,xz,) 肥 任 取 al,…,a,€T, 都 必 有 

fla1,, a) EK. 


m=1,2 


所 以 S(T)EK. 
这 就 说 明了 , S[T] 是 SUT 在 R 中 生成 的 子 环 . I 
实际 上 ,定义 交换 环 S 上 的 多 项 式 环 S[z] 时 ,可 以 不 要 求 S 
有 人 恒 等 元 ,上 述 命题 对 S 不 含 便 等 元 时 也 可 以 照搬 过 去 . 
本 节 最 后 ,我 们 看 域 严 上 的 z 元 多 项 式 环 F[zl,…, zx,]. 由 
于 Flzi] 是 有 1 可 换 的 无 零 因 子 环 , F[ zi; J[.x,] 也 是 有 1 可 换 的 
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克 零 因 于 球 …… .Flies ez Las 也 是 如 此 
子 是 ,由 总 3 知 , 让 [x ，…, .6 ] 有 分 式 域 . 我 们 暂时 记 为 
ix … ,i 到 第 七 章 时 再 赋 于 它 新 的 记 法 . 


tak 
kr CH 
or) hn) gr h(i a) 


与 大 家 熟悉 的 数 域 上 的 有 理 函 数 的 运算 足 一 致 的 . 
习 题 由 


1. 设 尺 是 个 有 1 的 交换 环 ,S 县 R 的 子 环 ,1 是 尺 的 理想 .证 明 :;S[z1 
是 R[x] 的 子 环 ,T[. ] 是 R[z3 的 理想 . 

2. 设 民 基 个 有 1 的 交换 环 ,K 是 多 项 式 环 RTx1 的 一 个 理想 . 令 

是 = |aee 尺 |a 是 K 中 某 3 次 多 项 工 之 普 系 数 |. 

证 明 :T= 入 Uf0| 是 RR 的 一 个 理想 

3. 在 [xj 中 求 (37 xz +2 )(2° +5 (3 +37)(47 +2)， 
{z+1° (r+2°),(r+4 rts ). 

4. 在 环 了 [x 中 ,1 次 多 项 式 2' x+1' 能 不 能 是 单位 ? 

5. 设 下 是 个 域 ,17)E FEr], cEF. 那 么 /7)-/(e)E(r-e), 
(x 一 中 是 x 一 c 在 FLx] 中 生 忒 的 主 理想 . 

6. 设 下 是 个 域 , 令 任意 


Fr) sant arte ta 


对 应 多 项 式 
Fr)=a0 ta tt ep, 
和 证明 ; 环 FLz] 到 FLxz] 的 映射 
of AERF[z] 
是 环 同 态 映 射 . 


7. 设 a 是 环 尺 到 环 S 的 同 态 喘 射 .证 明 : 
Giaotarzt ta >o(a) tala) rt +a(ar)e 


是 环 R[x] 到 环 S[x] 的 同 态 映 英 , 给 出 Ker(9). 
$35 素 域 


这 一 节 ,我 们 对 域 的 子 域 做 初步 讨论 ,为 第 七 章 研 究 域 的 扩张 
问题 做 些 准备 . 

定义 1 设 (F,+，) 是 个 域 .F 的 子 集 S 称 为 (F,+ ，) 的 子 
域 ,如 果 

(1) (〈S,+，) 是 (F,+ ，) 的 子 环 ， 

(2) (S,+,*) 本 身 是 个 域 . 

命题 1 设 S 是 FF 的 一 个 子 环 ,如 至 少 合 2 个 元 案 . 那 么 ,S 
是 下 的 子 域 , 当 而 且 仅 当 ,s€S, s 隆 0 蕴 泣 s ' 气 S. 其 中 ! 代 表 
元 察 * 在 域 下 中 的 逆 元 案 . 

证 明 车 S 是 (F,+,*) 的 子 域 ,那么 环 (S,+,:) 本 身 是 个 
域 . 设 e 是 它 的 恒 等 元 ,对 任意 ;ES, s 隆 0, 用 代表: 在 S 中 的 
逆 元 .用 1 代表 下 的 醒 等 元 . 从 而 有 e 天 0, 且 


e=e'e, (在 S 中 ,也 在 下 中 } 
e=1'e, (在 下 中 ) 
e=1. (在 下 中 有 消去 律 ) 


这 就 是 说 , S 的 但 等 元 就 是 FF 的 恒 等 元 . 


(5 是: 在 S 中 的 逆 ) 
(s :是 * 在 正中 的 逆 ) 
5 一， (消去 非 0 元 ;5) 
即 s !' 就 是 s 在 S 中 的 着, 当然 有 ES， 
反 过 来 , 设 (S,+ ，) 是 (F, + ，) 的 一 个 子 环 ,至 少 含 2 个 元 
束 . 日 * 关 0, sES 时 * ES. 那 么 我 们 取 z 关 0, x €S( 这 是 能 办 
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到 的 , 因 S 至 少 含 2 个 元 素 ), 由 假定 可 知 ,x ES. 伍 3 是 
( 开 , + ,*) 的 子 环 ,S 对 下 的 乘法 封闭 , 故 
l=xx ES， 

即 S 含 下 的 恒 等 元 1, 1 是 S 的 恒 等 元 . 

又 ,对 任意 s 关 0,，s€€ 5S, 由 假定 知 ;' 也 是 S 的 元 素 , 且 

ss {=1, 

5s !' 就 是 s 在 5S 中 的 逆 元 .(S, + ,') 是 个 域 . 1 

推论 ”如果 S 是 域 下 的 子 域 ,那么 它们 的 恒 等 元 相同 . 】 

命题 2 设 下 是 个 域 , 工 许 下 的 某 些 子 域 做 成 的 集合 ， 

T=1{S,|S, 是 下 的 子 域 ,a€T}. 

那么 这 些 子 域 的 交集 S= Qs 也 是 下 的 子 域 . 

证 明 这 几乎 就 是 环 论 中 “若干 个 子 环 之 交集 仍 为 子 环 " 的 推 
论 ( 见 第 四 章 $2 命题 4). 但 是 ,要 注意 , 域 必须 合 两 个 以 上 元 素 . 
因为 ,对 任意 aE 矿 ，S, 都 是 下 的 子 域 , 它 必 含 有 下 的 零 元 素 0 
和 便 等 元 素 1, 所 以 ,它们 的 交集 S 也 必 含 有 0 和 1，S 至 少 全 两 
个 元 素 . 

任意 sE S，:* 产 0, 那么 sE S, ,对 任意 aE 厂 都 成 立 .但 S。 是 
个 域 ,从 而 5 1E So, aeE TT 于是， ! 就 属于 这 些 S. 的 交集 5. 

S 是 下 的 一 个 子 域 . 上 

定义 2 设 下 是 个 域 , 工 是 F 的 一 个 非 空子 集 , 正 的 所 有 包 
含 了 的 子 域 的 交集 称 为 是 工 生 成 的 子 域 .特别 地 ,由 下 的 零 元 素 
0 和 恒 等 元 素 1 生成 的 子 域 称 为 下 的 素 域 . 

例如 ,在 实数 域 R 中 ,所 有 有 理 数 的 集合 Q 所 生成 的 R 的 子 
域 就 是 Q, 因 为 Q 本 身 是 个 域 ,所 有 包含 Q 的 子 域 (其 中 也 有 Q) 
的 交 就 是 Q. 

所 有 正 有 理 数 的 集合 生成 的 子 域 也 是 Q. 因为 一 个 子 域 必 合 
有 10 且 含 某 一 正 数 时 必 会 该 数 的 相反 数 . 

所 有 有 正 整数 的 集合 工 生 成 的 子 域 也 是 Q. 因为 一 个 含 工 的 子 
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域 ,首先 必 会 0 和 1, 进而 交合 所 有 负 整数 ,最 后 导致 它 必 会 每 个 
有 理 数 
a,bEL, BO, 


Ba 


即 该 子 域 必 合 Q， 

集合 15| 在 R 中 生成 的 子 域 也 是 Q. 因为 任何 含 5 的 子 域 必 有 
G 和 1 ,减法 封闭 , 它 必 会 

0-1=~1,0-1-1= -2,. 
1+1=2, [11+1=3,… 

地 售 所 有 整数 ,十 是 它 必 包含 所 有 和 有理数 . 

集合 lv51 在 R 中 年 成 的 子 域 必 包 含 所 有 有 理 数 , 从 而 包含 所 
有 彤 如 

<a+pv5，aupcQ (x*) 

的 实数 .而 形 如 ( * ) 的 任意 再 数 之 差 , 之 积 仍 有 (x ) 形 式 , 非 零 的 
形 如 ( * ) 的 数 的 倒数 仍 形 恕 ( * ), 它 们 形成 R 的 一 个 子 域 ,就 是 
Iy 引 生成 的 子 域 . 

定理 1 设 (F,+,*) 是 个 域 .那么 ,F 的 素 域 P 或 者 同 构 于 
有 理 数 域 或 者 同 构 于 1, ,其 中 p 是 个 素数 . 

证 明 为 了 避免 和 有 理 数 1,0 混淆 ,将 下 的 恒 等 元 和 和 零 元 分 
别 记 为 ec 和 9. 

由 于 eEP，P 在 减法 之 下 封闭 , 必 有 
c+e=2eES，(-2)e=(-e)+t-eEs. 
进而 对 任意 x E1,ne 或 为 个 e 相 加 ,或 为 ( 一) 个 一 e 要 加 

{4<0 时 ), 同 时 8€ P, 故 
neE€P， 对 任意 n€EI. 
建立 整数 环 1 到 下 的 映射 p， 
pinne, nEL 
显然 ,这 是 加 群 (T+ ) 到 (F,+ ) 的 群 同 态 映射 
进 -- 步 ,对 任意 m,nE1, 还 有 
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pmn) = Cn)e 《9 的 定义 ) 


=m(ne) (加 群 中 元 素 的 乘 宕 ) 
= mene (第 四 章 51 命题 3) 
= plm)} pn), 《9 的 定义 ) 


也 就 是 说 gp 为 1 到 下 的 环 同 访 映 射 . 

映射 p 的 像 Img (gq) 是 下 的 子 环 ,映射 q 的 核 Ker(g) 是 环 I 
的 理想 . 在 第 四 章 82 已 经 证 明了 , 工 的 理想 必 为 一 主 理想 ,从 而 
Ker( p) 是 由 某 个 非 负 整数 记 生成 的 , 即 Kertyg)=《m). 

9 是 I 到 Img(e) 上 上 的 满 同 态 , 由 环 同 态 基本 定理 ,得 

IC) 兰 Img(P)- 
当 =0 时 ,Img{ yp) 宇 L 
当 六 天 0 时 ,因为 ” 
Hn)L,=10° ,1 ,7 ,Cm -1)"} 
而 J(m ) 同 构 于 域 下 的 子 环 , 它 不 能 含 非 零 的 零 因 子 .而 第 四 章 
$1 例题 4 已 指明 ,I 不 含 非 零 的 零 因 于 , 当 而 且 仪 当 , m 为 素 
数 .也 就 是 说 六 天 0 时 必 为 素数 . 据 381 之 例题 1 1 必 为 域 .此 
时 ,由 
I, SV(m Ker(g) 

知 Ker(g) 是 下 的 一 个 子 域 . 

由 于 已 是 丰 的 素 域 , 它 是 下 的 所 有 子 域 的 交集 , 故 

PEImg( 9). 

同时 ,P 作为 加 法 群 , 它 是 (tmg(9?), + ) 的 子 群 .由 拉 格 部 日 
定理 ,P 的 元 数 户 要 浆 除 Img(y) 的 元 数 my. 但 P 至 少食 2 个 元 
素 , 户 >1, 而 z 为 案 数 ,所 以 pm. Img( pg)=P. 

这 样 ,对 m2 去 0 的 情形 ,我 们 得 到 了 所 要 的 结论 . 

再 回 过 头 来 看 m=0 情形. 此 时 Img(p) 全 1 它们 都 是 整 环 ， 
由 本 章 §3 之 命题 3 知 ,I 的 分 式 环 Q 同 构 于 Img(9p) 的 分 式 环 
H. 
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任何 域 均 含 e， 从 而 , 对 任意 n El ne= p(n)€P， 
故 Img(w) 宇 中 .再 由 $3 之 例题 1 知 ,P 必 含 一 个 子 域 五 同 构 子 
五 .但 是 ,P 不 含 任何 不 同 于 它 的 子 域 , 否 则 与 它 定义 相 矛 盾 . 所 
以 ,H'=P. 从 而 
P=H HSQ. | 
”推论 域 焉 的 素 域 同 构 于 I, 的 充 要 条 件 是 它 的 特征 数 为 p; 
下 的 素 域 同 构 于 Q 的 充分 必要 条 件 是 下 的 特征 数 为 0. 
事实 上 ,定理 之 证 明 中 ,Ker(p)= ( 访 ), 即 pe 二 0, 从 而 对 任意 
x GE 下 都 有 
pr=pler)}=(pe}r=0. 
而 对 任意 0<n<p, 有 ne 天 8. 这 说 明正 之 特征 数 为 加 .反之 亦 然 . 
而 Ker(p)= (0)= {0|, 即 对 任意 w ET 都 有 ne 天 9, 故 特征 
数 为 0. 反 之 , 若 特 征 数 为 0, 那 么 对 任意 mnEI 必 有 xEF, nzz0. 
于 是 
oz 一 nez 天 0， ne¥0. 
进而 Ker(p)= 101 . I 
推论 设 下 是 个 域 ,P 是 它 的 素 域 .那么 下 的 任意 子 集 工 在 
下 中 生成 的 子 域 与 TUP 生成 的 子 域 恒 相等 . 
事实 上 ,T 生成 的 子 域 必 包含 素 域 P, 从 而 包含 全 UP 生成 的 
子 域 . 反 过 来 则 是 十 分 明显 的 . 1 
由 于 域 的 每 个 子 域 都 含 这 个 囊 域 已 ,所 以 也 称 素 域 为 域 的 最 
小 子 域 . 
例题 1 设 域 下 的 特征 数 为 p. 那 么 集 
S={a€EFla” -a=0, 0<n€E 
是 下 的 一 个 子 域 . 
证 明 首先 ,1? -1=0 和 0?-0=0 表 明 S 含有 下 的 0 和 1， 
S 至 少 含 2 个 元 素 . 
其 次 , 任 取 a,8E 5, 设 
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a ~a=0, BF -B=0, of =a, Pr” =p, 
共 中 加 ,7 均 为 正 整 数 .于 是 


lm 
a = 


Ra 


调和 ,下 之 特征 数 为 p, 由 $1， 
Ca- Bp) = of 
即 a 一 BE S. 同 时 ,还 有 
(opB) =a -pr = ap, 
也 就 是 说 S 是 下 的 子 环 ， 
最 后 ,车 a€ S, a 隆 0, 那 么 ,由 
a a=0, of =a， 
知道 a '=(a”) =(a ')* a!'ES. 
所 以 ,S 是 下 的 一 个 子 域 . 1 
习题 王 


1. 设 (F ,+ ，) 是 个 域 .那么 群 (F,+ ) 的 每 个 非 零 元 素 的 周期 (加 法 ) 都 
相同 . 

2. 设 下 是 个 域 ,其 特征 数 为 .那么 下 的 每 个 子 域 的 特征 数 均 为 户 . 

著 S 是 环 R 的 子 环 ,那么 5 的 特征 数 与 R 的 特征 数 一 定 相同 吗 ? 

3. 设 P 是 域 F 的 之 域 .那么 对 于 FF 的 每 个 自 同 构 s 及 任意 zEP 恒 
有 


oz) = 
小 结 


域 是 一 种 特殊 的 环 .关于 域 的 理论 研究 的 内 容 十 分 丰富 , 形 咸 
代数 学 中 很 多 独立 分 枝 , 如 伽 罗 华 (Galois) 理 论 .代数 数论 等 . 
环 的 某 个 同 态 像 能 否 是 个 成 ? 这 是 前 一 章 关 于 环 的 理想 与 同 
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态 的 讨论 的 继续 , 没有 什么 新 思想 .但 却 由 此 引出 了 两 个 重要 概 
念 : 素 理 想 和 极 大 理想 . 读 少 应 通过 大 量 的 实例 弄 慌 它们 的 共性 与 
区 别 , 不 要 因为 整数 环 的 极 大 理想 与 素 理想 是 一 致 的 而 误 认 为 在 
任何 环 中 它们 都 是 相同 的 ， 

关于 "分 式 域 " ,有些 验 算 工 作 是 十 分 简单 的 ,可 以 一 带 而 过 . 
我 们 问 样 要 引起 重视 的 是 ,这 种 用 等 价 类 方法 进行 的 扩张 思想 , 它 
使 你 认 清 整数 环 与 有 埋 数 环 木质 联系 . 这 种 办 法 在 其 他 领域 也 有 
广泛 应 用 . 

这 一 章 的 很 大 篇 幅 是 讨论 交换 环 上 的 多 项 式 . 希 户 读者 一 开 
始 先 抛 开 以 往 在 初等 数学 或 函数 论 中 对 多 项 式 的 意义 , 按 这 里 的 
代数 的 定义 先 摘 懂 多 项 式 .项 .系数 .次 数 .加 法 ,乘法 的 定义 .特别 
重要 的 是 必须 弄 明白 怎样 的 两 个 多 项 式 是 相等 的 . 

由 于 交换 环 是 各 式 各 样 的 ,所 以 在 一 个 交换 环 上 所 有 多 项 式 
构 焉 的 环 可 能 有 零 因子 ,非常 数 多 项 式 可 能 是 单位 ,一 个 次 数 很 你 
的 多 项 式 却 可 能 有 很 多 根 (其 至 无 穷 多 个 根 ). 这 些 现象 都 应 引起 
足够 重视 ,要 仔细 分 析 书 中 各 例题 ,注意 产生 这 些 现象 的 原因 .如 
果 读者 能 自力 更 生 构 造 一 批 例子 来 说 明 上 述 现象 , 那 是 最 好 不 过 
的 了 . 

对 于 域 上 的 多 项 式 ,由 于 可 用 长 除法 ,在 处 理 多 项 式 的 次 数 、 
求 根 等 方面 都 有 极 方面 的 条 件 - 书 中 给 出 的 定理 和 命 古 都 是 最 基 
本 的 ,在 后 商 章 中 还 要 不 断 地 用 到 、 

一 般 域 上 的 多 项 式 与 我 们 熟悉 的 有 理 数 域 . 实 数 域 上 的 多 项 
式 有 相当 多 的 本 质 上 的 相似 之 处 . 学 这 一 段 的 时 候 要 立足 于 “ 求 
同 ”, 面 学 一 般 环 上 多 项 式 的 时 候 , 则 应 比照 数 环 “ 求 异 ”. 

多 个 文字 多 项 式 写 起 来 比较 复杂 , 按 《 自 学 考试 大 纲 》 不 应 讲 
述 太 多 ,这 里 提 到 的 一 些 事实 主要 是 为 第 七 章 作 准备 的 . 主要 日 的 
是 帮助 读者 理解 一 个 环 或 域 再 添上 有 限 个 元 素 后 生成 的 环 或 域 的 
结构 .要 求 大 家 对 本 书后 面 提 到 的 元 素 表达 形式 能 够 理解 就 行 ,不 
做 深 和 要求. 
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上 


复 习 题 


1. 设 R 是 个 交换 环 ,对 R 的 任意 一 个 理想 了 , 令 
PCD=izERlr ET 对 某 个 正 整数 "|. 
证 明 :PP( 了 站 ) 是 个 理想 ;P(1) = PP( 了 ); 当 了 为 案 理 想 时 P(1)=1. 
2. 设 民 是 个 有 1 的 交换 环 .证 明 : 环 R 与 环 R[z] 的 特征 数 相同 . 
3. 设 R 是 个 有 1 的 交换 环 , 对 任意 
fr)= a t+ arit a E RLz], 
规定 o:f(x)>ao. 证 明 :o 是 R[x] 到 RR 的 环 同 态 ; 求 Ker(a) 和 商 环 
R[xz]/Ker(o). 
4. 在 Bfxj 中 计算 zz-1 3)(z+l (z+)(ri+r-i")(r-z 
-1°). 
5. 在 域 FF 上 和 多项式 环 中 ,着 f(x), g(x)EF[xz] 且 它们 生成 的 主 理想 
相同 (A(x))= (g(x)), 那 么 它们 的 次 数 相等 ,deg f(x)=deg g{x). 
6". 设 下 是 个 城 ,e 是 它 的 恒 等 元 . 任 取 a,bEF, a 关 0. 构 造 一 个 下 土 
的 变换 


go.6 :Tr+ 力 ， 对 每 个 EF 
证 明 :所 有 这 种 形式 的 变换 
G= {0 |a,bEF, a#0| 
是 下 上 变换 群 的 一 个 子 群 . 且 
K=1os loEF! 

是 G 的 一 个 正规 子 群 .给 出 商 群 GJK 的 结构 . 

7. 环 尺 有 6 个 元 素 ,R 能 不 能 是 整 环 ? 

8. 有 理 数 环 Q 土 的 2 个 文字 的 多 项 式 环 QEz,y] 中 ,z 生成 的 理想 (z) 
是 不 是 极 大 理想 ? 
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第 六 章 ”因子 分 解 理论 


学 习 初 等 代数 时 ,人 们 常 问 ,怎样 的 多 项 式 的 分 解 才 算 是 彻底 
的 分 解 呢 ? 

有 点 数论 知识 的 读者 就 会 发 现 , 多 项 式 分 解 的 过 程 与 整数 分 
解 的 过 程 颇 有 相似 处 .但 它们 最 基本 的 相似 之 处 何在 呢 ? 

本 章 ,我 们 将 整数 、 多 项 式 及 其 他 研究 对 象 放 到 相应 的 环 中 进 
行 研究 , 找 出 “因子 分 解 ” 问 题 的 最 基本 规律 .所 以 ,这 里 要 讲 的 抽 
象 的 因子 分 解 理论 是 整数 和 多 项 式 分 解 理 论 的 推广 和 深化 . 

学 好 这 一 章 , 会 对 初等 数学 中 多 项 式 因 式 分 解 和 整数 因子 分 
解 理论 中 含混 不 清 之 处 从 理论 上 有 明确 的 认识 . 

同时 ,这 一 章 的 某 些 内 容 也 是 下 一 章 域 论 的 准备 知识 . 

本 章 只 讨论 整 环 . 


$1 整 除 


设 品 是 个 整 环 ,e 是 它 的 但 等 元 ， 

定义 1 设 a,bEDD, 45 取 0. 说 元 素 6 能 整除 元 素 a, 如 果 有 
cED 使 得 a = Br. 此 时 ,也 说 a 能 被 5 整除 ,或 说 是 a 的 因 于 ， 
并 记 为 bla ,否则 ,就 说 4 不 整除 a, 记 oa . 

在 第 四 章 人 1 ,我 们 已 经 定义 , 甚 欧 素 是 D 的 单位 , 如果 它 能 
整除 恒 等 元 e. 某 元 素 为 单位 的 另 -… 说 法 是 它 可 逆 , 单 位 与 单位 元 
是 不 同 的 概念 ,单位 元 与 便 等 元 是 一 回 事 . 

例如 ,整数 环 工 中 , -1 和 1 均 为 单位 ,1， 2, ~2 均 能 整 
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除 2. 

域 中 每 个 非 零 元 均 为 单位 . 

R[xz] 中 多 项 式 x -V2 整除 x? 一 2. 

例 1 设 下 是 个 城 .那么 f(z) 为 FLx] 的 一 个 单位 的 充 要 条 
件 是 /(z) = c 天 0. 

这 是 因为 ,f(x)g(x)=1 的 充分 必要 条 件 是 

deg Frz)=0， f(x)A0. 

而 等 次 多 项 式 就 是 非 零 常数 多 项 式 . 

定义 2 设 4a,6ED. 说 元 素 a 和 元 素 是 相伴 的 ， 如 果 als 
县 bla. 

命题 1 元 素 a 和 元 素 上 是 相伴 的 ,必要 面 且 只 标 , 有 了 品 的 
单位 e 使 5 = ea. 

事实 上 ,如果 a 和 6&6 是 相伴 的 ,a16 县 561a, 则 必 有 c,d€D 
使 

ac=b, bd=a. 

于 是 a=Bd ==acd，, rd ==e.c 为 单位 . 

反之 ,车 5=eu，s 为 单位 , 则 可逆, 从 而 a=e'5, 即 a 和 
5 直 相伴 的 ， 1 

定义 3 对 于 a& 品 ,所 有 单 拉 及 与 a 相伴 的 元 素 均 称 为 a 的 
平凡 因子 .a 的 因 于 ,不 是 其 平凡 因子 者 , 称 为 非 平凡 因子 . 

六 的 元 素 a 不 是 单位 也 不 是 0 县 没有 非 平凡 例子 , 则 称 a 为 
不 可 的 元 或 既 约 元 . 

例 2 整数 环 I 中 ,素数 p 的 因子 只 有 1,~1,p 和 -pp, 故 pp 
是 整数 环 工 的 不 可 约 元 . - 

例 3 域 下 上 的 多 项 式 过 -cec，c 扣 下 ,是 环 下 [z] 的 一 个 不 可 
约 元 . 

首先 ,xz ~c 不 是 零 多 项 式 ,也 不 是 下 [z] 的 全 等 元 1. 

其 次 ,车 有 A(z)E F[z] 是 zz-。c 的 鱼子 , 设 

f(r)g(r)=r~e, 
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则 deg f(x) 或 为 1 或 为 0. 

当 deg f(z)==0 时 ,deg g (x) 二 1. f(z) 不 能 是 零 多 项 式 , 它 
只 能 是 个 非 零 常数 , 即 A(x) 为 环 F[z] 的 单位 . 

当 deg F(z)=1 时 ,sg(z) 只 能 是 非 零 常数 , 即 g(xz) 是 F[z] 
的 单位 , f(z) 与 x -c 是 相伴 的 . 

总 之 ,x 一 c 没有 非 平凡 因子 . 

例 4 看 Riz], 开 z] 中 的 多 项 式 zx? 一 2. 

在 民 上 ,因为 


x -2=(r+W2) (x -2). 
而 z+Y2 既 不 是 R[x] 中 单元 义 不 是 与 x? - 2 相伴 的 ,x +V 是 
zz 2 的 非 平 凡 因 于 .zx? -2 不 是 R[x] 的 不 可 约 元 . 
在 I 上 ,车 有 整数 ,71,k,l 使 
x 2= {mrt n)(Rrt i), 


则 必 有 
2 mh + (knt+ ml)r+ nt. 
由 多 项 式 相等 之 定义 ,推出 
mk=1, -m=2, kn+ l=0, 
从 而 m= 此 = 土 1. 这样 ,就 导致 
Rnt+ nil=k(n+1)=0, 
nti=0, -nl=2, 
必 有 nt =2. 这 是 办 不 到 的 ,所 以 ,x? -2 在 开 z] 上 不 能 有 一 次 多 
项 式 作为 其 棒子. 
设 袜 -2= 灰 z)g(z), 则 Fr) 或 gs(z) 必 有 一 个 次 数 为 0， 
为 非 零 常数 ,也 就 是 [x] 的 单位 , 另 一 个 必然 是 和 x? -2 相伴 的 . 
这 说 明 zx? -2 在 下 x] 中 是 不 可 约 元 、 
命题 2 若 p 是 DD 的 不 可 约 元 ,e 是 刀 的 单位 , 则 ep 亦 为 也 
的 不 可 约 元 . 
证 明 首先 ,因为 DD 为 整 环 . 由 户 夫 0 及 天 0 知 ep 尖 0. 
其 次 ,ep 必 不 是 口 中 单位 .车 不 然 ,就 有 a ED 使 得 a(sp)= 
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(ege)z=e ,推出 户 为 单位 而 导出 矛盾 . 
最 后 , 设 5 是 ep 的 一 个 因子 ,有 cED 使 
ep= bc. 
由 于 e 是 单位 ,有 递 , 故 p= (se 5)c. 而 户 是 不 可 约 元 ,e 5 只 
能 是 单位 ,或 者 它 是 与 p 相伴 的 . 当 。 16 是 单位 时 ,6 必 为 单位 
当 s "3 与 5 相伴 时 ,有 单位 3EDD 使 
Be b=p, ， 
全 一 仍 为 单位 ,6 是 与 p 相伴 的 .这 说 明 5 一 定 是 户 的 一 个 平凡 因 
子 . 
即 sp 无 非 平凡 因子 ,ep 是 不 可 约 元 . 1 
命题 3 设 品 中 元 4 非 零 , 且 
Aa=he, b,cED. 
那么 5 为 a 的 非 平 凡 因子 的 充分 必要 条 件 是 c 为 a 的 非 平凡 因 
子 . 
证 明 如果 为 a 的 平凡 因子 . 当 c 为 单位 时 ,65 是 和 a 相伴 
的 ; 当 c 是 和 a 相伴 的 元 素 时 ,c= te， e 为 单位 ,于 是 ， 


es=&=eta， 
而 a 隆 0, 局 无 非 零 的 零 因 子 , 故 的 = e, 5 是 单位 ,也 就 是 说 ,c 是 
平凡 因子 时 ,6 亦 是 平 几 因子. [| 


定义 4 满足 下 列 条 件 的 整 环 D 称 为 唯一 分 解 整 环 ， 

{1) 如 昌 aED，a 天 0， a 不 是 单位 ,那么 a 必 可 以 写成 车 
干 个 刀 的 不 可 约 元 的 乘积 , 即 

4 加 加 如， p; 是 DD 的 不 可 约 元 . 
(2) 如 果 aE€ED, 生 
a pip2ap.= gg 

其 中 p, 和 g, 都 是 刀 的 不 可 约 元 ,那么 =+, 并 且 适 当 调 整 g 的 
顺序 后 ,可 使 g; 与 p 恰好 是 对 应 相伴 的 ,j =1,2,… ,+t. 

这 个 定义 之 条 件 (1) 对 单位 和 零 元 不 作 要 求 , 这 是 很 自然 的 ， 
因为 在 任何 整 环 中 ,车 
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0= a mw 
则 必 有 :使 a =-0, 故 mw 不 能 都 是 不 可 约 元 . 
闻 样 ,车 。 为 DD 的 单位 , 且 
ET > 
出 每 个 a, 都 是 单位 ,都 不 是 不 可 约 元 ， 
例如 ,整数 环 是 唯一 分 解 整 环 ,每 个 非 0 又 不 为 1 或 -1 的 整 
数 w, 均 有 
mp pr pr, 
其 中 p, 为 素数 .a 之 1. 而且, 如 果 不 计 师 序 ,上 述 分 解 表 达 式 是 只 
一 的 {可 议 差 正 负 号 ). 
又 如 , 实 多 项 式 环 R[x ] 是 个 唯一 分 解 整 环 . 当 实 多 项 式 / (x) 
为 非 零 非 单位 , 即 不 是 常数 多 项 式 时 , 必 有 
Fr)=pi ep {lr), ol, (1) 
其 中 每 个 p(xz) 都 是 实 的 不 可 约 多 项 式 .实数 域 上 不 可 约 多 项 式 
必 为 ~- 次 式 或 二 次 多 项 式 . 
这 种 分 解 ,如 果 不 计 因 式 顺 序 , 是 叭 一 的 (相应 因 式 可 相 异 一 
非 零 常 数 倍 ). 
。 ”而 复数 域 上 和 多项式 环 C[z] 的 不 可 约 元 即 不 可 约 多 项 式 必 为 
一 次 式 ,每 个 非常 数 多 项 式 jz) 亦 能 表 成 以 上 (1) 的 形式 ,只 不 
过 诸 pi(z) 均 为 一 次 多项式 .C[x ] 也 是 唯一 分 解 整 环 . 
例 5 看 复数 环 C 的 子 环 
{IUIV 5D)=tatd Sia, hE. 
它 会 1, 故 为 整 环 , 亦 沁 为 D. 
为 说 明 它 不 是 唯一 分 解 整 环 ,建立 映射 
piath vy -Sra tsh, 
这 是 D 到 整数 环卫 的 一 个 映射 , 即 规定 每 个 元 家 对 应 自己 的 模 数 
的 平方 ， 
可 以 看 出 ,对 任意 z,wED, 有 
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(1) ep(z)>>0， 
(2) gpg(z)=0 当 而 且 仅 当 z=0， 
(3) g(rw)= pz) pw) 
我 们 仅 验证 一 下 条 件 (3), 设 
z=atbV -5, w=ctdvV -5, 
其 中 a ,5 ,c,d 均 为 整数 .于 是 
pz)=a +156, yg(w)=e +5d. 
再 和 由 zw={atbv -5)(c+rd v5)=at(-5ldl+(ad+ 
扣 )、 一 5 得 
plzw) = {ac —5bd) + 5(ad + he) 
=(agc) +S(ad)’ +5(t) +25(64d) 
=(a + Sb (e+5a) 
=p(z) p(w). 
现在 来 决定 D 中 的 单位 .车 zw=1, 那 么 
plz)g(w)= gp(1)=1. 
而 oz) 和 p(w) 都 是 整数 ,又 非 负 , 赦 
pz)=1, p(w)=1. 
设 z=a+Bb Vv 一 5. 再 由 
9(3)=1= a +56, 
短 5=0,a= +1. 也 就 是 说 ,D 中 单位 中 有 1 和 一 1. 
了 D 中 元 素 z 仅仅 与 自己 ,与 -是 相伴 的 . 
观察 9=3'3= (2+ V-5)(2~ V5), 其 中 9,3,2+ -5 
2 - V 一 5 都 是 万 中 元 案 , 而 3 和 2+ Vv -35、 和 2- vy 5 都 不 
是 相伴 的 ， 
剩 下 来 ,我们 只 需 证 明 3 和 2+ 二 5 都 是 万 的 不 可 约 元 . 设 
有 z,wED 使 3= za 那么 
¢ (zw)= pg(3)=9= p(x) p(w). 
gtz}) 只 能 是 1,3 或 者 9. 若 g(xz)=1, 它 是 单位 ;车 pg(z)=9, 则 
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旨 (ze)=1，z 是 单位 ,> 与 3 是 相伴 的 .丙种 情 彤 下 ,z 都 不 是 整 
数 3 的 非 平凡 因子 . 
要 想 使 3 有 非 平凡 因子 ,只 能 是 
gle)=a +5b:=3, a,bEL. 
但 这 是 不 可 能 的 .这 说 明 3 是 整 环 D 中 的 不 可 约 元 . 
同样 ,由 于 p(2+ WV-5)=9, 车 有 z,rwE€nD 使 zw=2+ 
V 一 5, 则 必 有 
plz)p(w)=p(2+ W -5)=9, 
gp(z) 只 能 是 1 或 9,z 只 能 是 单位 或 是 与 2+ w 一 5 相伴 的 . 
2+ V -5 和 和 2- VY 一 5 也 是 也 的 不 可 约 元 . 
定理 1 设 记 是个 唯一 分 解 整 环 , p 是 个 不 可 约 元 . 如 果 
i(ap), 那 么 pla 或 p16. 
证 明 如果 |(a65), 设 有 cED 使 ab= pe、 
当 &,6 均 不 为 0, 也 不 是 口 中 单位 时 ,c 必 不 为 0. 而且 c 也 
不 能 是 单位 ,否则 , 必 有 
p=(c ab. 
而 p 是 家 元 ,上 式 导 致 ce 为 单位 .同时 ,只 要 。'e 为 单位 则 a 
亦 为 单位 ,了 矛盾. 
这 样 ,由 于 c 不 是 0 也 不 是 单位 ,而 D 是 唯一 分 解 整 环 , 必 有 
c= pp pss 
其 中 每 个 p; 都 是 局 的 不 可 约 元 . 于 是 
ab= pp ps, 
”就 是 元 素 ab 的 一 个 不 可 约 因子 分 解 式 . 
但 < 均 不 为 0 又 不 为 单位 ,它们 可 单独 分 解 为 
a= qi1g2"" qm, 下 三 1ra 
其 中 a, 和 7 也 都 是 D 的 不 可 约 元 .于 是 ,我 们 得 到 
二 gr 
据 唯一 分 解 整 环 的 定义 ,不 可 约 元 g,,…,g,, ,7)，,…, 中 必然 有 
348 


一 个 与 p 是 相伴 的 . 

如 果 @& 是 与 p 相伴 的 ,由 g,|a 可 推 知 p1u; 如 果 rs 是 与 
相伴 的 ,由 x 15 可 推出 p16. 

当 a=0 时 ,当然 有 pla. 即 任意 不 可 约 元 p 都 满足 定理 要 

当 a 为 单位 时 ,ab = cp 蕴涵 5 = (a !c) 记 ,也 就 是 p15. 

所 以 , 当 a 和 有 一 个 为 0 或 有 一 个 为 单位 时 ,定理 恒 对 ，1 

定理 1 引起 我 们 计 沦 另 一 个 重要 概念 . 

定义 5 设 吕 是 个 整 环 ,pED. 车 p 不 是 零 元 也 不 是 单位 ， 
且 对 任意 a,5ED, 只 要 p1(a5), 屠 么 必 有 pla 或 者 p15, 则 说 pp 
是 DD 的 一 个 素 元 . 

从 定义 中 可 以 看 出 ,对 任意 整 环 DD 来 说 , 它 的 素 元 p 一 定 是 
不 可 约 的 ,因为 ,车 

p=ab, a,bED, 

当然 有 |(ab), 由 pp 的 素性 , 必 有 pila 或 p15. 如 果 pia, 则 a 
与 p 是 相伴 的 ,b 为 单位 ;如 果 p15, 则 5 与 p 是 相伴 的 ,a 为 单 
位 .从 而 p 不 能 有 非 平凡 因子 . 

定理 1 指明 ,对 于 唯一 分 解 整 环 ,p 是 不 可 约 元 则 一 定 是 宫 
无 ， 

那么 ,对 于 一 般 的 一 个 整 环 , 素 元 和 不 可 约 元 是 否 是 同一 概念 
呢 ? 仔细 研究 上 面 的 例 5 即 可 说 明 问 题 . 在 整 环 D = 《IU 
1V 二 5 上 中 ,3 是 个 不 可 约 元 ,3 能 整除 9, 且 

9=(2+ V5)(2- V5). 
但 2+ -5 和 2- 一 5 都 是 品 的 不 可 约 元 , 且 它 们 都 不 是 和 3 
相伴 的 ,所 以 
3H2+ V3), 2 一 5). 

这 说 明 3 是 不 可 约 元 但 不 是 素 元 . 

由 于 整数 环 和 域 上 多 项 式 环 都 是 唯一 分 解 整 环 , 素 元 与 不 可 
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约 元 - 致 ,人 们 也 把 素数 称 为 不 可 约 数 ,把 不 可 约 多 项 式 称 为 吾 多 
项 式 . 

我 们 在 处 理 唯一 分 解 整 环 的 整除 性 问题 时 ,对 不 可 约 元 和 素 
元 就 不 必 区 别 了 ， 

定义 6 设 吃 是 个 整 环 ,al,…,a, DD. 如 果 cE€D,c 整除 
al,…,4, 的 每 一 个 , 则 说 c 是 元 素 4a,,…,a, 的 一 个 公 因 子 . 

元 素 d ED 称 为 元 素 ai，… a 的 一 个 最 大 公 因 子 ,如果 

(1) 已 是 cl，…aw 的 一 个 公 因子 ， 

《2) ”对 任意 cED, 只 要 c 是 a1,…,as 的 一 个 公 因子 , 则 必 
有 cla. 

当 一 个 单位 是 al ,x;,…,a, 的 一 个 最 大 公 因 子 时 , 则 说 它们 
是 互 案 的 . 

定理 2 设 忆 是 叭 ~ 分解 整 环 .那么 不 全 为 0 的 元 素 a,5 必 
有 最 大 公 尺子 . 且 各 最 大 公 因 子 都 是 相伴 的 . 

证 明 当 a=0 时 , 必 有 “天 0, 5 就 是 a 和 5 的 最 大 公 因 子 ; 
当 6=0 时 ,a 就 是 ae 的 最 大 公 因子 . 

当 a 为 单位 时 ,a 就 是 ,6 的 最 大 公 因 子 ; 当 5 为 单位 时 ,5 
就 是 a ,5 的 最 大 公 因子 . 

故 ,不 妨 设 a 和 5 都 不 是 0, 也 都 不 是 单位 .于 是 ,可 设 

a=pipap, b=ggqe. 
其 中 p; 和 g 都 是 DD 的 素 元 .我 们 先 将 a 的 诸 因 子 p; 中 相伴 的 元 
素 合 在 一 起 ,写成 
a=eph pp Ll. 
是 单位 .再 把 6 的 诸 因 子 g, 中 与 p, ,…, p, 相伴 的 合 在 一 起 , 写 
在 前 面 , 其 余 因 子 列 后 , 即 
一 00 的 0 
其 中 86 是 DD 中 单位 ,而 之 0 ( 当 户 不 是 6 的 非 平凡 因子 时 ,kk = 
0) ,gq, 不 是 a 的 非 平凡 因子 ,与 任意 p; 都 不 是 相伴 的 ， 
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用 min|& ,如 代表 自然 数 大 ,! 之 最 小 者 , 令 
i L}, lin. 
可 以 断言 ,d= py …j 就 是 a ,5 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
显然 ,a 和 如 的 表达 式 中 都 含 因 于 4 即 4 是 a,b 的 公园 子 . 
进一步 , 设 c 是 a,5 的 任意 一 个 公 轩 子 . 若 c 是 个 单位 ,自然 
有 有 cd. 车 c 不 是 单位 、 
c=rro， Ti 是 家 元 ， 
那么 ,由 cla,rjoa 知 ,每 个 r; 必然 是 与 某 个 p; 相伴 的 ,把 相伴 的 
元 素 全 在 一 起 
c=pp 的， 有 >0. 
再 由 cja, 即 ， 
a=ept pr = /pp™ puph) 
可 知 的 < hi), 用 消去 律 ,得 


DE 


cpa pp pe hh >0, 
必 有 pi1(p3…ps 六 之 不 相伴 的 假设 相 矛 拓 , 同 理 , hs 志 
"hh,S<4,. 又 同 理 ， 
hi hk hk 


也 就 是 hs ==min| i ,| ,从 而 必 有 cia, a 是 a,b 的 一 个 最 大 
公 因 子 . 

设 d" 也 是 ,的 ~ 个 最 大 公 因 子 .因为 d 是 个 公 因 于 , 故 
4d1ad" .而 我 们 已 经 证 明了 d 是 最 大 公 因 子 ,又 必 有 ad* 14, 即 4d* 
是 和 4d 相伴 的 . 

每 个 最 大 公 因 子 都 是 和 4 相伴 的 ， 从 而 它们 都 是 相伴 的 .上 

推论 设 呈 是 个 唯一 分 解 整 环 .那么 任意 ” 个 不 全 为 0 的 元 
索 atyaa，…an 必 有 最 大 公 因 子 . | 

例题 1 设 是 个 唯一 分 解 整 环 ,a ,5 不 全 是 0,d 是 它们 的 
一 个 最 大 公 因子 .那么 ,对 于 口中 任意 非 零 元 c，cd 恰 为 ac ,ec 的 
-个 最 大 公办 子 . 

351 


证 明 读者 可 以 试用 定理 2 的 证 明 中 使 用 的 方法 ,将 a ,b,c 
写成 素 元 连 乘 积 ,然后 求 出 ac 和 此 的 最 大 公 因子 . 

这 里 用 另 一 种 方法 证 明 . 由 于 ce ,cw 不 全 为 0, 它 们 必 有 最 大 
公 因子 , 设 是 它们 的 一 个 最 大 公 因 子 .首先 ,a 是 a,b 的 公 因 
子 ,dla, d15, 故 

(ed) l(ca), (ed)) (es), 

即 cd 是 ca 和 6 的 一 个 公 因子 . 据 了 的 定义 ,(cd)| 了 . 

于 是, 可 设 有 xED, f= cdr 

其 次 ,/ 是 ac 的 因子 ,又 是 be 的 因子 , 必 有 r,s€ 吕 使 

ac=fr, c=, 
ac=cdrr, be= edzs. 
因为 c 不 为 0, 用 消去 律 , 得 
a=dzxr, b=dzrs. 

这 说 明 dz 是 a 和 5&5 的 公 因 子 .由 a 的 定义 知 , (dz)|d. 从 而 4 与 
dz 是 相伴 的 ,x 是 个 单位 . 

最 后 ,由 f=cdz 知 f 和 cd 是 相伴 的 . 1 

例题 2 设 刀 是 个 整 环 , 而 且 

(D， 如果 aED, a 了 0, a 不 是 单位 ,那么 ,a 必 可 写成 若 二 
个 的 不 可 约 元 的 乘积 , 即 

4 三 Pip2…p。 Pp. 是 站 的 不 可 约 元 、 

(2) 对 于 的 任意 不 可 约 元 六 ，A(ab) 蕴 洱 pla 或 p15. 
则 忆 必 为 唯一 分 解 整 环 . 

分 析 ”接着 唯一 分 解 整 环 定义 要 求 ,只 需 证 明 分 解 表达 式 的 
叭 .性 . 设 

a= pp p= gg gs (*) 

其 中 p, 和 gq, 都 是 不 可 约 元 , 需 证 明 ; =1 ,适当 调整 顺序 后 , p, 是 
与 9 相伴 的 . 

条 件 (2) 表 面 土 是 户 | (wb) 则 pl1a 或 训 175 实际 上 蕴涵 着 
Paiaa en) , 则 必然 整除 必 中 的 一 个 . 
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因此 ,我 们 可 以 对 ( * ) 式 左 端 之 s 用 数学 归纳 法 . 

证 明 ” 设 存 D 中 有 不 可 约 元 p, ,gj, i=1,",s; j= 匀 ,tf 
使 

Pip2'*ps= gga Cx) 
成 立 .我 们 对 s 用 数学 归纳 法 来 证 明 必 有 s=z 且 调 整 顺序 后 记 和 
g, 是 相伴 的 ,i=1,2,…,s. 
当 :==1 时， 
pi=qq~— gi (gg), 
由 于 pl 是 素 元 , 故 9! 或 为 单位 或 是 与 加 相伴 的 .但 gq, 也 是 不 
可 约 元 ,不 为 单位 ,所 以 gq, 必然 是 与 p, 相伴 的 . 

Pi 和 ql 是 相伴 的 ,如 果 之 2, 那 么 9,…9, 必 为 单位 ,而 
92…q: 都 是 不 可 约 元 ,这 是 不 可 能 的 .从 而 只 有 s= t=1 才 行 . 命 
题 当 ;=1 时 得 证 . 

现 假定 命题 对 s ~ 1 情形 是 对 的 .那么 

Pip p: = 91g2°""" gq (x) 
意味 着 p) 必 整 除 g,…, g, 之 一 ,因为 允许 适当 调整 顺序 ,我 们 不 
妨 假定 pi 19i . 
由 于 qi 也 是 不 可 约 元 ,pi 又 不 是 单位 ,从 而 p, 是 与 9; 相伴 
的 . 设 9 小 =epi， < 是 单位 .于 是 ( x ) 变 成 
Pip2a'"’p. = peq2""q:. 
1 取 0, 可 用 消去 律 ,得 
Paps = gg3"" gs (x) 
其 中 gq; = eg: 仍然 是 不 可 约 元 . 

注意 ,(* * ) 式 之 左 端 为 ;一 1 个 不 可 约 元 之 积 , 右 端 是 若干 
个 不 可 约 元 之 积 , 按 归纳 法 假定 ,必然 有 -1= 上 -1, 即 = 上 而 
且 调 整 gi 的 顺序 后 ,p 和 gs 是 相伴 的 ,p3 是 和 qs 相伴 的 …… 加 
是 和 4 相伴 的 . 


由 于 gz 与 .qz 相伴 , 帮 p; 与 9 是 相伴 的 .归纳 法 完成 ， 
例题 3 研究 有 理 数 环 Q 的 子 集 
民 =1af5EQ16 为 奇数 |. 
(1) R 对 有 理 数 减法 和 来 法 封闭 ,R 是 @@ 的 子 环 ,1= TUEE 
请 . R 是 个 整 环 . 
(2) 任 取 af58ER, 如 果 cjdER 使 
《af5) (cf1d)=1， 
即 ac= Bd, 由 于 5b 和 qd 都 是 奇数 ,从 而 a 必 为 奇数 . 
反 过 来 ,车 aj8E 民 ,a 为 奇数 , 必 有 
(afb) (bla)=1, 
即 </5 是 RR 的 单位 . 
所 以 ,R 中 元 素 aj8 为 单位 的 充 要 条 件 是 a 为 奇数 . 
(3) 如 果 有 al5b,cldER 使 
(afB): (cfd)=2=2/1, 
则 ac =26d ,2 必 整 除 a 或 整除 c. 车 设 a=2/, 那 么 电 
fe=6d 
可 知 了 必 为 奇数 ,aj6 二 2《/16). 这 说 明 af3 是 和 2 相伴 的 .车 2 
整除 c, 则 a 为 奇数 ,a15 必然 是 个 单位 . 
所 以 ,2 没有 非 平凡 因子 ,2 是 环 R 的 一 个 不 可 约 元 
{4) 任 取 al5ER, 著 它 不 是 0 也 不 是 单位 . 即 4 不 为 0 也 
不 为 亲 数 ,可 设 a =2‘d,d 是 个 奇数 . 子 是 
alb= (dl6-2)2.…"2， :个 2， 
其 418*2 和 2 都 是 RR 的 不 可 约 元 ,af& 已 写成 不 可 约 元 的 连 乘积 
形式 . 
(5) 任 取 ajbER, 如 果 4la, a =4c, 那 么 
. alb=2°(2c1p). 
说 明 ,2 是 af6 的 因子 且 不 是 和 alb 相伴 的 , 即 2 是 af6 的 非 平凡 
包子 ,al 不 是 不 可 约 元 ,这 说 明 ,a 为 奇数 时 , af5 是 RR 的 单位 ， 
4|a 时 ,alB 不 是 不 可 约 元 . 
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所 以 , 的 所 有 不 可 约 元 都 是 和 2 相伴 的 . 

(6) 我 们 用 代表 环 R 中 的 整除 符号 ,以 区 别 本 题 前 面 用 
的 整数 的 整除 符号 1. 

设 af5,cldER, 

21 [Cafp)(e/a)), 
即 有 fihE€R, 使 (af6)"《cjd)=2:Cf1), 也 就 是 
2 fbd = ach. 
由 于 是 奇数 ,2 不 能 (整数 的 ) 整 除 有 ,从 而 2ia 或 21c. 即 
21(af8) 或 21 (cja)， - 

由 上 题 可 知 R 是 唯一 分 解 整 环 . 上 

本 节 最 后 ,我们 希望 读者 能 自己 仿照 例题 1 来 证 明 更 -一般 的 
情形 . 

命题 4 设 站 是 个 唯一 分 解 整 环 . al ,a,,…,a, 扎 D, 不 全 为 
0, d 是 它们 的 一 个 最 大 的 公 因 子 . 那 么 ,对 任意 cE DD, c 关 0, 元 
素 cd 和 俗 为 eatcyazc,…，anc 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

习题 一 

1 在 整 环 [zx] 中 找 出 所 有 单位 ,给 出 2' z3 + z 的 所 有 相伴 元 . 

2. 证 明 :在 整 环 王 [xz ] 中 ,+z+ 和 是 不 可 约 元 . 

3， 复数 环 C 中 由 整数 集 T 和 Y 一 生成 的 子 环 , 记 为 开 V2]. 问 ,5 
在 于 v -2] 中 是 不 是 不 可 的 元 察 . 

4， 设 下 是 个 域 ,a,bE 下 .证 明 ; 在 F[z] 中 ,z 一 a 与 过 -已 互 素 的 充分 
必要 条 件 是 a 关 5. 

5， 设 厂 是 个 唯一 分 解 整 环 ,a,5E 厂 .那么 a,6 互 家 的 充分 必要 条 件 
是 它们 不 全 相向 的 察 元 因 于 

6 设 D 是 个 整 环 ,把 元 素 之 问 的 整除 看 成 是 DD 上 的 一 个 关系 .证 明 : 
如 果 整 除 关系 在 了 的 非 等 元 素 D = D - i:0} 上 是 个 等 价 关系 ,那么 D 必然 
是 个 域 - 

7 设 >,y 是 整 环 的 元 素 . 证明; 
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{a) 之 |y 的 充 要 条 件 是 {.z) 二 (yy); 
《b) zz 和 y 相伴 的 充分 必要 条 件 是 (+) =(y); 
(c) y 是 z 的 非 平 凡 因 子 的 充分 必要 条 件 是 (7)Cty) 叶 DD. 


$2 主 理想 整 环 和 欧 氏 环 


要 像 上 节 例 题 2 那样 给 出 更 多 的 环 为 叭 - -分解 整 环 的 充分 必 
要 条 件 当 然 是 很 有 意义 的 事情 .同时 ,为 了 应 用 方便 ,也 需要 得 到 
一 些 环 为 唯一 分 解 整 环 的 充分 条 件 , 本 节 介 绍 其 中 丙种. 

定 久 1 如 崎 整 环 万 的 每 个 理想 都 是 主 理想 , 则 说 D 是 主 理 
想 整 环 . 

例如 ,整数 环 了 是个 主 理想 整 环 . 

第 四 章 $4 定理 2 证 明了 ,城下 上 的 多 项 式 环 F[xz] 是 个 主 
理想 整 环 . 

例 1 看 上 节 例 题 3 中 的 

民 = [afbESQF5 为 奇数 |. 

设 NN 是 R 的 一 个 理想 . 当 N= 和 0 时 N 怡 为 零 元 0 生成 的 主 理想 
(0). 

当 N 隆 0| 时 .对 任意 af5EN, 设 

af =240c15)，c 为 奇数 ,>0. 

可 以 证 明 , 非 负 整 数 ! 是 由 元 素 af6 完全 确定 的 . 

设 aj6 二 eff, 其 中 5 和 /都 是 奇数 .由 af = Be 及 整数 的 唯一 
分 解 定理 ,e 和 a 必 合 相同 个 2 的 因子 ,都 是 / 个 . 故 

eff=2°( hI), 

六 和 上 都 是 奇数 .这 说 明 ,+ 与 a16 表达 中 元 素 选 拌 无 关 ， 

建立 映射 

:afb>t， afb==2‘《cj6)，c 为 奇数 . 

这 是 环 N 到 整数 环 了 的 一 个 映射 . 

由 于 Img() 是 个 非 负 整数 的 集合 , 它 必 有 最 小 元 , 设 为 4. 既 
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然 nE lmg(#) ,那么 必 有 民 的 元 素 g/d 使 得 
plgid)=n， gld 一 2"(Hd)， 1 为 奇数 . (*) 
现在 ,我 们 任 取 afbEN ,由 n 的 定义 , 必 有 
n= plgld)plalb)=t, 
其 中 af46=2'《cfb),e 是 个 奇数 . 故 
afd=2 Cc) =2 (ac 2 "(elb), 
其 中 1 一 之 0, 2 "(cjb)ER-. 从 而 2 (ifd)= gid 在 R 整除 
alb,Bh afs€E (gld), N= (glad). 
这 说 明 RR 的 每 个 型 想 都 是 主 理想 . 
命题 1 设 也 是 个 主 理 想 整 环 .那么 ,在 局 中 不 能 有 这 样 无 
穷 多 个 理想 Ni, N,,… ,使 
六 EN 人 天 Ni i=1,2,. 
证 明 用 反 证 法 .车 有 无 穷 多 个 理想 N; (i 一 1,2,…) 使 得 
NEN BR NAN4, 人 N= UN 可 以 证 明 它 亦 为 DD 的 一 个 
首先 ,对 任意 c,yE N, 据 并 集 N 的 定义 ,<,y 必 分 别 属于 某 
个 N 和 N , 即 
EN,, yEN,. 
在 i 和 j 两 个 自然 数 中 不 切 设 ;< ,于 是 由 诸 IN, 前 面包 含 关系 短 
NEN 从 而 ,有 
zENEN，yEN， 
但 是 ,已 知 N; 是 DD 的 理想 , 故 x 一 yE N,, 进 一 步 ,+-yEN; 刁 
N. N 对 减法 封闭 . 
次 ,对 任意 rED, zEN. 设 IEN, ,那么 ,由 于 N, 是 DD 的 
理想 , 必 有 rx,xrEN,. 从 而 rx ,zr€E NN. 
所 以 ,N 为 DD 的 一 个 理想 . 
也 为 主 理想 环 , 设 N = (xz). 可 是 , 据 N 的 定义 ,xEN 则 x 
必 属 于 某 个 NN, .进而 (zz) 的 所 有 元 素 都 应 属于 Ni ,对 于 这 个 i, 有 
357 


NSNr-CrSENSENI 


也 就 是 N, = Ni,1 .与 假定 相 予 盾 . I 
命题 2 设 吃 是 个 主 理 想 整 环 ,pED,p 关 0. 那 么 ,下 列 说 
法 等 价 ; 


(1) 户 是 刀 的 一 个 素 元 ; 

《2) (pp) 是 也 的 一 个 极 大 理想 ; 

(3) (P) 是 口 的 一 个 素 理 想 . 

证 明 用 循环 证 法 . 如 时 pp 是 D 的 素 元 ,那么 p 不 是 单位 , 故 

1&(p)= trpEDIrEDI. 
所 以 ,{p) 关 DD. 

设 N 是 的 理想 ,(p) 三 N,(p) 去 NN. 由 于 了 D 是 主 理 想 环 ， 
可 设 N= {a), aED. 于 是 ,pEN 意味 着 有 bE 使 p=ab. 

又 由 于 p 是 素 元 ,a 必 为 单位 或 者 是 与 p 相伴 的 .如 果 是 
和 pp 相伴 的 , 则 必 有 a€(p), 从 而 (a)= N=(p), 与 假设 迎 盾 . 
故 ,a 只 能 是 个 单位 ,而 单位 生成 的 理想 就 是 D 本 身 .所 以 N= 
也. ( 户 ) 是 个 极 大 理想 . 

这 样 ,我 们 由 条 件 (1) 推 出 了 条 件 (2). 

下 面 ,由 (2) 推 (3). 设 ( 户 ) 是 极 大 理想 . 由 第 五 章 82 知 剩余 环 
DiCp) 是 个 域 , 任 取 a,5E 吕 ,如 果 a5E(p) ,那么 在 Di(p) 中 

ab+p=[at(p))lp+(p))=p, 
其 中 乃 是 DJ(p) 的 零 元 .而 域 当然 不 含 非 零 的 零 因子 , 邦 a + 
(p)=(p) 或 5+ (pp)=(pp), 也 就 是 aE(p) 或 5E (p). (p) 是 DD 
的 素 理 想 . 

最 后 ,由 (3) 来 推 (1). 设 (P) 是 个 素 理 想 . 如果 有 a,5€ 也 使 
6 一 .那么 apE(p), 于 是 必 有 aE(p) 或 bE (p). 

车 aE(p), 则 pla, 从 而 a 是 和 相伴 的 ,5 为 马 的 一 个 单 
位 .车 45E€(p), 则 是 与 p 相伴 的 ,a 是 品 的 一 个 单位 .总 之 ,p 
设 有 任何 非 平凡 因子 . 又 因为 (p) 头 思 ，p 不 是 品 的 单位 ,同时 
记 隆 0, 故 户 为 DD 之 素 元 . 1 
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定理 1 每 个 主 理 息 整 环 刀 都 是 唯一 分 解 整 环 . 
证 其 ” 现 先 来 证 明 当 DD 为 让 理想 整 环 时 , 它 的 非 6 非 单位 的 
元 素 必 为 若 于 素 元 之 积 . 
车 不 然 , 设 a€ DD, a<0, a 不是 单位 ,县 a 不 能 写成 若干 个 
素 元 之 乘积 . 
那么 ,首先 ,a 必然 不 是 案 元 ,否则 a=a 即 为 素 元 积 形式 .于 
是 a 必然 仅 有 非 平凡 的 因子 , 设 记 各 ec 是 a 的 非 平凡 因子 ,a = 
如 ,于 是 
ti)，a 和 (ce). 
并 且 , 由 于 忆 和 *c 均 不 是 和 a 相伴 的 , 必 有 
b&(a), cE{a). 
从 而 ,有 
(a)E(b), (a)A(8), (a)E(e), (a)¥(e). 
其 次 ,由 a= hc, 而 a 不 是 率 元 连 生 积 ,可 以 断 育 5 或 c 必然 
芭 少 有 一 个 也 不 是 素 元 连 乘 积 ( 当 6 和 < 均 为 寨 元 乘积 时 ,6 一 a 
就 是 素 元 之 积 ), 取 这 样 一 个 不 是 家 元 乘积 者 记 为 a , 它 满足 
{1) ai 是 ea 的 非 平凡 因子 ,(a) 生 (a1), (a)¥(al); 
(2) ar 不 能 写成 素 元 之 连 乘积 形式 . 
由 (1 可 知 ai 非 0 非 单位 ,由 (2) 进一步 知道 ea 具有 和 & 完全 -~ 
样 的 性质 . 
最 后 ,我 们 完成 仿照 对 a 的 讨论 ,可 找到 a,€ D, (a3) 于 
(ai)，《az ) 天 (ai ) 且 ,不 是 素 元 之 积 .这 样 不 断 做 下 去 , 即 有 
(a)E(a) Ee, (a)(laen), i=1,2,.". 
而 命题 ! 已 经 证 明了 ,在 主 理想 整 环 里 是 不 能 有 这 种 结论 的 . 这 家 
明 对 a 的 假定 不 能 成 立 . i 
再 来 证 明 D 有 分 解 的 唯一 性 . 设 
Pip2"p, = q192°" gs {x*) 
其 中 p; 和 4g 都 是 D 的 素 元 . p, 是 案 元 ,由 命题 2 知 ,(pi) 及 DD 的 
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一 个 素 理想 . ( * ) 表 明 ， 
Glg2…g EEC)》， 
故 必 有 某 个 @ EE(p1) ,因为 顺序 可 以 不 考虑 ,我 们 不 妨 假设 qiE 
(Pp1), 即 pq. 但 g, 是 素 元 ,pl 是 gl 是 因子 , pl 必然 是 与 9 
相伴 的 . 
入 =sg!， 是 单位 . 
将 (* ) 中 pi 消去 ,得 
p2'**p,= (eq2)" qs 
其 中 eq; 也 是 素 元 . 
继续 下 去 并 不 断 调整 右 端 素 元 顺序 , 即 有 户 和 gq 是 相伴 的 ， 
对 所 有 i=1,2,…,t 都 成 立 , 同 时 = 上 上 
例题 1 设 D 是 个 主 理想 整 环 ,其 元 素 e ,5 不 全 为 0. 那 么 ， 
必 有 m,nE DD 使 得 d = ma +nb 恰好 是 a, 上 5 的 一 个 最 大 公 因子 . 
证 明 看 DD 中 由 子 集 {a,5] 生 成 的 理想 NN. 由 于 DD 有 1 且 可 
交换 , N 中 每 个 元 x 必 可 写成 
r=zat+ 汉 ， zx,y€ED. 
另 一 方面 ,D 是 主 理想 环 , 必 有 dE€DD 使 N=(qd). 设 d=ma+ 
双 ; 我 们 来 证 明 d 是 a 和 6 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
首先 ,a EN=(d), a=cd, dla. 同 样 ,bE(d), dj16. 所 以 ， 
d 是 ab 的 一 个 公 因子 ， 
其 次 ,假设 是 a ,6 的 公 因 子 ,由 fla 和 /15 立 知 f1(rma + 
ww), fld. 
所 以 ,qd 是 a 和 4 的 一 个 最 大 公 因子 . 1 
现在 下 介绍 整 环 为 唯一 分 解 整 环 的 另 一 个 判别 方法 . 
定义 2 整 环 称 为 欧 氏 环 , 如果 由 D 之 所 有 非 0 元 集合 
Du 到 非 负 整 数 集 ,的 映射 4 满足 
(1) 如 果 a,bEDo 且 a18, 则 qd(a)<d(6); 
(2) 如 果 aED, 5E Do, 则 必 有 4g,rED 使 4 = bg++， 
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d(r)<d(5) 或 r=0. 
例如 ,整数 环 I 上 规定 每 个 数 对 应 其 绝对 值 
d{r)=|rl, rE€D 
利用 整数 的 长 除法 , 即 知 工 即 为 一 个 欧 氏 环 . 
又 如 ,对 任意 域 下 ,规定 
d:f(r)>degf(r), f(x)EF[z1, f(r)z0, 
即 得 所 有 非 0 多 项 式 集 F[zj 到 非 负 整数 集 1, 的 一 个 映射 . 
在 第 五 章 $4 定 理 ! 中 ,我 们 证 明了 ,对 任意 F(z)EF[z]， 
&g(zr)EFfzj, 必 有 gz)r(z)EF[z] 使 得 
f(z)=g(xr)q(x) tr(r), degr(r)<degglr). 
由 于 原来 规定 了 零 多 项 式 的 次 数 为 -~ co ,那里 的 
degr(r)<degg(x) 
就 包含 了 两 种 情形 ,r(xz) 为 0, 或 者 
Odegr(z)<deg g(x). 
这 与 欧 氏 环 定义 的 要 求 完全 一 致 . 故 F[z] 是 个 欧 氏 环 . 
例 2 在 有 理 数 域 Q 上 规定 ,对 任意 a 隐 0, 4d(a)=1. 则 ad 
是 人 @ 到 1 的 映射 ; 且 
(1) 只 要 a,b 考 0, 人 恒 有 d(a)=a(b)=1; 
(2) 当 5 关 0 时 , 必 有 cEQ, 使 4=bxe, 从 而 有 a=bc+0. 
所 以 ,对 于 映射 4, Q 是 个 欧 氏 环 . 
例 3 所 有 形 如 
atib, a,bEel 
的 复数 是 复数 环 的 一 个 子 环 , 称 为 高 斯 (Gauss) 环 . 可 以 断言 ,高 斯 
环 是 个 欧 氏 环 . 
用 G 代表 高 斯 环 ,1= 1+0iE G，G 是 个 整 环 . 令 
N(a)=ar， 对 任意 aE€G， 
其 中 a 是 a 的 共 罗 复 数 . 也 就 是 
Nzt 论 )=a? 荆 态 ， 对 每 个 e+ 这 EGG. 
首先 ,NCa + 记 )=0, 当 且 仅 当 a + 访 =0. 其 次 , 当 a+ 反 天 0 时 ， 
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Nu 记 ) 六 1 再次, 当 w+ 访 关 0，c+id 天 0 时 ,由 
N((a+ih)(e +tid) 


=N(ac ~ ld +ilbe + ad)) (复数 乘法 ) 
=Ca -Ld + (htal) (N 的 定义 ) 
一 (ec 和 二 (ED + (be) tad) (展开 ) 
=(a +h) +d) 【分解 ) 
=N(a+t+ib)N(c +id) 《NN 的 定义 ) 


可 得 , N(ep)32N(a) 对 所 有 a,8E G 帮 成 立 , 即 G 满足 定义 2 的 
条 件 (1). 最 后 验证 G 满足 定义 2 之 条 件 (2). 任 到 
a=uthi, B=ctdix0, 
我 们 希望 找到 a,p€ G 使 得 
oa=ppyt+p, N(p)<N(B) 或 p=0. {¥) 
分 析 如果 有 (* ) 成 立 ,那么 ,由 Bze0, 有 
p=a- pr=B(afB- oa). 
要 想 使 N(p)< NC8) ,只 要 选择 好 。 使 得 /8 一 5 的 入 
lalB—ol<1. {%%) 
记 xj18= x+ yi 其 中 > 和 y 都 是 有 理 数 . 记 5= e+ /i 
(* * ) 式 就 变 成 要 求 选 好 a 使 
lz+yi-(et sl= I(r-e) +t(y- Dil<l. 
这 是 能 够 办 到 的 ,只 要 取 1r 一 。| 所 二，|y - < 二 即 可 ， 
下 面 给 出 ( * ) 式 的 正式 让 明 
证 明 作 取 G 中 元 
a=atbi, B=c+idx0. 
设 ojg8= = + 其 中 zs3 均 为 有 理 数 . 每 个 有 理 数 与 离 它 最 近 的 
整数 的 虐 商 当然 女 寺 ,从 而 必 有 整数 。.f 合 


lz-el< 去 ，ly-7I< 去 


令 z=e+ 帮 , 则 oaEG. 再 令 p=a -pr 又 有 pf 满足 w= 应 + 
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p. 而 且 ， 
N(p)=N(a~- pr)=18l afp- ol, 
2 2 
lalp- ol lz-et(y- file() + (4) <1 

知道 N(p)<18l?=N(8). 

命题 3 设 D 对 映射 4 是 个 欧 氏 环 , a € DD，a 尖 0. 那 么 ,a 
为 单位 的 充分 必要 条 件 是 d(a)= a(1). 

证 明 如 果 “是 D 的 一 个 单位 , 即 有 c 使 ac =1, 风 


d(a)<alac) (定义 2) 
=d(1) {ac=1) 
去 du) (定义 2) 
=d(a); (1 的 性 质 ) 


也 就 是 d(aX<&d(1)&ad(a), d(a)= a(l). 
反之 ,如 果 d(a)=a(l), 由 于 有 
1=ag++，+=0 或 d(r)<d(a)， 
而 
dl(rj<d(a)=d(1)ed(lr)=a(r) 
是 不 可 能 的 , 故 必 须 r=0, 1= wy, a 为 万 的 单位 . 1 
定理 2 每 个 网 氏 环 都 是 主 理想 整 环 . 
证 明 设 整 环 站 对 映射 4 是 个 欧 氏 环 ,A 是 万 的 一 个 理想 . 
如 果 4= 和 |, 那么 , 它 就 是 0 生成 的 主 理想 . 
如 果 4 天 10|, 它 包含 非 0 元 素 , 令 
T={a(z)EL irEe41. 
工 是 A 在 映射 a 之 下 的 像 . 由 于 A 有 非 0 元 ,所 以 了 是 个 非 空 的 
非 负 整 数 集 , 它 必 有 最 小 的 元 . 设 a€ A 使 得 d(a) 是 工 的 最 小 
ZE. 
我 们 断言 ,A =《a). 
ae 4 ,显然 有 (ec)EA. 任 取 zEeA, 据 定义 , 必 有 grEDD 人 司 
I=aqt+r，r=0 或 d{r)<d(a). 
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但 是 ,A 是 的 理想 ,由 上 ,ae 所 入 可 知 og 算 4 而且 
rag=r€EA. 
而 dr)<d(a) 与 a 的 选取 相 蔬 后, 故 只 能 r==0, 也 就 是 x= ag， 
zE(a) .由 虐 的 任意 性 推出 AS(e) 
总 之 ,A= (a), A 是 个 主 理想 . 1 
这 样 ,我 们 得 到 下 列 环 类 的 关系 、: 
欧 氏 环 类 忆 主 理想 整 环 类 己 唯 -分解 整 环 类 己 整 环 类 . 
至 于 各 类 之 问 是 否 真 的 不 同 ， 也 就 是 给 出 些 具体 例子 说 明 ,有 
的 主 理想 整 环 不 是 欧 氏 环 ,有 的 唯一 分 解 整 环 不 是 主 理想 整 环 , 等 
等 ,也 并 非 难 事 .但 ,这 些 例 于 不 是 初学 者 十 分 熟悉 的 ,这 里 就 不 巴 
介绍 本. ， 
对 于 欧 氏 环 ,讨论 其 整除 性 ,我们 有 
命题 4 设 训 对 映射 4 为 欧 氏 环 ,b 关 0, al5 入 a 不 是 单位 
也 不 是 和 6 相伴 的 . 则 d(a)<d(5). 
证 明 ” 据 定义 ,应 有 g,rED 使 
a=bgqt+r，r=0 或 d(r)<atp). 
但 ,r=0 则 意味 着 5|a ,导致 a 是 和 5 相伴 的 ,矛盾 . 故 > 天 0， 
d(r)<a(b). 
又 al5, 必 有 cED 使 5=ac, 从 而 
r=a-bq=~a—acg=a(l~ cqg). 
用 d 的 性 质 , 即 得 到 
d(a)<d(r)<d(s). I 
在 欧 氏 环 中 有 一 种 求 最 大 公 因 子 的 算法 . 
例题 2 设 D 对 映射 4 是 个 欧 氏 环 .a,6ED 且 5 六 0. 求 a 
和 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
解 因为 DD 是 个 欧 氏 环 , 必 有 gl ,rED 使 
a=bgqitri， ri=0 或 dri)<qd(p). 
如 果 ,=0, 那 么 6la, 6 即 为 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
如 果 ri 天 0, 则 必 有 d(ri)<a(5). 又 必 有 gs,r;ED 使 
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6=rigarr，ra=0 或 df(ra)<d(r)， 
当 六 :=0 时 ,算法 即 停止 ; 当 2 隆 0 时 ,d(xw:)<alx) 再 做 
m=ragtra, rs=0 或 dra)<ad(r). 
一 直 做 下 去 . 
由 于 &(r)>a(rz)>… 且 它们 都 是 非 负 整数 ,这 种 做 法 不 
会 永远 做 下 去 ,必然 有 限 步 停止 ; 即 到 某 一 步 , 出 现 整 除 情况 .一 般 
地 ,可 以 设 


a=bgrtri, dlri}<ad(s), 
b=rigitr, d(ri)<d(ri), 
T=riga trs, d{lra}<ad(lr,), 


ra= rd trn, dln}<d(r), 
Th TR 
可 以 断言 六 就 尾 a ,5 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
首先 ,x | ras 看 上 列 倒数 第 二 个 等 式 , 即 知 |m-:. 追 湖 上 
去 ,rs 可 整除 每 一 个 x. 可 是 ,从 第 二 个 等 式 可 以 看 出 ri 15. 
再 看 第 一 式 ,由 zr 15, nr 又 推 知 ri 1a, 也 就 是 说 ,x 是 5 
的 因子 ,也 是 a 的 因子 .从 而 , 它 是 a ,5 的 一 个 公 因 式 . 
其 次 ,还 需 证 明 a ,6 的 任意 一 个 公 因 子 c 可 整除 x; .这 次 ,我 
们 从 上 往 下 看 . 
c 是 a 和 5 的 公 因子 ,第 一 式 表 明 , 必 有 c1r, .于 是 ,在 第 二 式 
中 ,由 c148, cirx, 可 推出 c| .如 此 下 去 ,c 必然 整除 x . 
所 以 rs 是 a,5 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
例题 3 求 有 理 数 域 上 多 项 式 
a(x)=x zx- +t1l, blr)=x -1 
的 最 大 公 因 子 . 
解 ” 做 除法 ,得 
Trt z+( -zr +r), 
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Tl=( tr 1) tr 1), 
一 二 + 一 (DC 一 上 
从 而 知 z -上 是 atc) 和 (<) 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
例题 4 找 出 两 个 整数 m,n 使 得 73m +277 = 上， 
解 ” 做 长 除法 ,得 
73=2x27+19， 
27=19+8， 
19=2<8+3， 
8=2x3+2， 
3=2+1， 
然后 , 反 过 来 ,又 有 
1-3-2 
=3- {8-2x3) 
=3xX3-8 
=3x(19—2x8)-8 
=3x19-7x8 
=3x19-7{(27~ 19) 
=I0x19-7x27 
=10x(73-2x27)-7x27 
=10x73 一 27X27. 
从 而 得 到 10 x73~27x27=1. 
为 了 加 深 对 高 斯 整 环 的 认识 ,我 们 再 讲 一 个 例子 . 读者 可 将 
与 第 五 章 $2 的 例 1 加 以 对 照 . 
例题 5 证 明 :高 斯 环 G 同 构 于 环 x/(1+ x?). 
证 明 任职 f(z)E1L.x], 几 xz*+1 除 之 ,得 
f(x)= gr) (+1)+(ar+p). 
由 于 az + 的 次 数 小 于 z? +1 的 次 数 2，, a 和 尾 由 f(z) 叭 一 闫 
定 的 , 令 p:A(z)-=ai+B, 即 得 开 z] 到 G 的 映射 . 
仿照 第 五 章 §2, 容 易 证 明 9 是 个 满 的 环 同 态 映射 
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六 一 


计算 Ker(y). f(x)E Ker(q) 的 充 要 条 件 是 (zx? + 1)1 
rr) ,也 就 是 f(z)E (Lr +1). 所 以 
Ker(¢)= (x +1). 


由 环 同 态 基本 定理 知 1[.xj/(x? + 1) 衬 G =1[ 让 . 1 
习 题 二 
1， 在 到 [zj] 中 求 
A ta + 
的 一 个 最 大 公 因 子 . 
2， 设 上 ,是 个 主 理想 整 环 ,a,6ED 且 a 和 5 互 家 .证 明 :如 果 c€ DD， 
al(se), 则 alc. 


3"、 设 R 是 个 有 1 的 交换 的 主 理想 环 , 且 f:R 一 S 是 满 的 环 同 态 映 


、 射 .证 明 :S 必然 是 主 理 想 环 . 


4. 求 出 高 斯 整 环 的 所 有 单位 ， 

5. 在 高 斯 整 环 中 把 元 索 -1 +3i 分 解 成 束 元 之 积 . 

6.， 设 了 对 于 喘 射 红 作成 一 个 萄 氏 环 ,a,b€DD 是 a16. 证 明 : 如 果 
d(a)=d(5), 则 a 和 和 b 是 相伴 的 . 


8$3 唯一 分 解 整 环 上 的 多 项 式 环 


设 下 是 个 域 ,那么 下 上 的 多 项 式 环 R = 下 [zj] 就 是 个 叭 一 分 
解 整 环 ， 

我 们 又 可 以 讨论 整 环 R= Ffz] 上 的 关于 文字 y 的 多 项 式 环 
及 [y], 它 是 否 是 唯一 分 解 整 环 呢 ? 

在 第 五 章 $4 已 经 看 到 ,Fiz] 乃 是 把 下 添上 一 个 与 F“ 关 系 
琉 远 ”的 z 而 成 的 环 . RLy ] 是 在 玉 [ =] 基 础 上 再 添 一 个 与 下 [z] 
“关系 政 远 "的 y 而 成 的 环 . 这 种 添 两 个 文字 甚至 添 多 个 文字 的 环 
在 数学 分 析 、 高 等 代数 及 很 多 进一步 的 数学 学 科 中 都 经 常 出 现 . 研 
究 F[zj] 与 F[z][y] 的 关系 是 很 有 意义 的 ， 

这 一 节 , 我 们 将 得 到 一 个 很 一 般 的 结论 , 当 R 是 唯一 分 解 整 
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环 时 ,多 项 式 环 R[x ] 也 一 定 是 个 唯一 分 解 整 环 ,进而 RL x),…， 
fo ] 也 是 个 唯一 分 解 整 环 . 当下 为 域 时 ,当然 更 是 这 样 . 

设 呈 是 个 上 唯一 分 解 整 环 , 来 研究 D[x]. 

先 把 一 些 已 知 结论 总 结 一 下 . 

1. D[z] 也 是 个 整 环 ,PD 的 恒 等 元 1 就 是 DD[Lx] 的 恒 等 元 ; 

2. 对 任意 f(z),g(x)E DI[z], 因 品 无 非 零 的 零 因子 , 故 

deg[ f(x)g(z))=deg f(z)+ deg g(x). 

3， 车 fz)ED[x] 是 D[z] 的 单位 ,由 f(z)g(z)=1 知 

fz) 和 g(xz) 均 为 0 次 , 即 D 上 的 常数 多 项 式 ， 
fr)=u, g(r)=v, wv=1. 

故 fz) 是 DD 的 单位 .而 DD 之 单位 当然 是 DEz] 的 单位 .这 说 明 ， 
五 [z] 和 有 相同 的 单位 . 

4. f(x),g《tzx)ED[z] 是 相伴 的 , 当 上 且 仅 当 , 有 DD 的 单位 c 
使 


f(x)=cg(r). 

在 初等 数学 中 ,已 经 习惯 地 把 "不 含 次 数 更 低 的 非常 数 因 式 ” 
的 多 项 式 称 为 不 可 约 多 项 式 .在 DIz] 中 ,我 们 把 D[z] 的 素 元 也 
称 为 不 可 约 多 项 式 . 

但 是 , 当 D 不 为 域 时 ,并 不 是 D 中 每 个 非 零 元 均 为 D[z] 的 
单位 .例如 ,整数 环 上 多 项 式 2(z+1) 中 ,2 和 z+1 都 是 它 的 非 平 
凡 因 子 .所 以 ,对 唯一 分 解 整 环 上 多 项 式 分 解 问题 的 讨论 要 比 在 域 
上 讨论 来 得 麻烦 ,读者 必须 注意 这 个 细节 . 

本 节 恒 设 是 个 唯一 分 解 整 环 .于 是 ,DD 的 任意 有 限 多 个 不 
全 为 0 的 元 素 必 有 最 大 公 因子 - 

定义 1 车 1 是 多 项 式 

Jrz)=ao+atz+ ra wwED 
系数 coal …，*a 的 一 个 最 大 公 因子 ,出 说 f(x) 是 D 上 的 一 个 
本 原 多 项 式 . 
定理 1( 高 斯 引 理 ) 如 果 g(x),h(z) 都 是 DD 上 的 本 原 多 项 
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式 ,那么 它们 的 乘积 
f(z)=g(r)htr) 
也 必 为 D 上 本 原 多 项 式 . 
证 明 设 

8(Z) 一 Goali 工 十 十 Qnr" 
R(T)= bo t+ birtet br™ 

都 是 六 上 本 原 多 项 式 . 且 

fz)= g(r)A(r)=e tort tot ”, 

如 果 /(zx) 不 是 本 原 多 项 式 , 即 co,c,，,… 有 非 单位 4 为 其 公 
因子 .将 d 做 素 因 子 分 解 , 设 D 的 案 元 p 是 d 是 因子 ,从 而 素 元 p 
是 co,cl cut 的 一 个 公 因 子 . 

但 是 ,g (x) 和 及 (zx) 都 是 本 原 的 ,p 不 是 g(x) 系 数 的 公 因 子 ， 
户 也 不 是 h(x) 的 系数 的 公 因子 . 必 有 整数 i,j 使 pha; ,pthbj . 设 

plao, plas, **, pla-1, pha,, 
plbo, plor, ~, plb-,, pto,. 
看 ./(z) 的 系数 c,,, ,由 于 
rts =aobres tarbirst tt asibirt t+ a,b, 
Taibit er tarrs bt a bo 
的 右 端 除 a,6, 外 其 余 诸 项 中 或 者 a 的 脚 码 小 于 r 或 者 的 脚 码 小 
于 s, 二 因子 中 总 有 一 个 要 能 被 p 整除 .又 p|c,,, 套 p1(a,6,). 

DD 是 唯一 分 解 整 环 , 户 为 素 元 ,由 $1 之 定理 1 知 ,p|a, 或 
户 16, ,矛盾 . I 

一 般 来 说 ,如 果 整 环 S 是 整 环 R 的 子 环 ,那么 ,S 上 的 多 项 式 
fz) 也 是 民 上 的 多 项 式 .而 且 , 可 能 f(x) 在 S 上 是 不 可 约 的 ,而 
它 作为 RR 上 的 多 项 式 却 是 可 约 的 . 

例如 ,有 理 数 环 Q 上 多 项 式 

flx)= zx: -2 
是 不 可 约 的 ,而 它 作为 实数 域 R 上 的 多 项 式 加 有 
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fry= (r+ V2) (4 V3). 

这 样 ,就 为 我 们 的 研究 提供 了 一 个 途径 .讨论 S 上 一 个 多 项 
式 /(z) 的 性质 时 , 先 看 它 在 尺 上 的 性 质 ,然后 再 返回 到 S 上 来 做 
结论 .当然 ,我 们 不 是 对 任意 -- 个 包含 S 的 整 环 k 都 有 兴趣 ,通常 
是 变 求 尺 比 S* 更 好 ”. 

设 启 是 个 唯一 分 解 整 环 ,第 五 意 33 提供 的 方法 ,有 域 Q， 
Q 二 D. 现 在 ,大 家 只 能 知道 Df.x ] 是 个 整 环 ,但 却 知道 Q[z] 是 个 
欧 氏 环 ,Qfz] 要 比 Dfx] 好 . 

命题 1 设 吕 是 门 的 分 式 域 .那么 , G[z ] 的 非 零 多 项 式 
f(z) 必 可 等 成 如 下 形式 


fl) = Ep), 


鞭 中 f(z) 是 D[z] 的 本 原 多 项 式 , 蕊 E 日 .而 且 ,f(x) 在 不 计 相 
伴 的 意义 下 是 由 (xz ) 唯 一 确定 的 、 
证 明 设 
/0)= 全 + 全 p++ 全 EQ, 0. 
令 a=aoat…a,, 则 
fz)= (eoterntet ct], cED, cA0. 
再 设 c 是 co ,cl ,eu 的 一 个 最 大 公 因子 ,于 是 
x)= Eldtadrett ae), dED, dA0. 
此 时 ,1 必 为 do ,di,…,d, 的 -个 最 太公 因子 .车 不 然 ,可 设 4 为 
do 的 一 个 最 大 公 因 子 ,d 不 是 单位 ,于 是 cd 就 是 cv,ci， 
“sc 的 一 个 公 因 子 , 且 cd 不 是 和 < 相伴 的 ,与 c 之 最 大 性 矛盾 . 
令 
folr)=dst drt et dr . (x) 
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则 户 (z) 是 记 上 本 原 多 项 式 , 且 
f= nt) FEQ. 
进一步 ,如 果 还 有 DD 十 本 原 多 项 式 go (x)， 
/C2)= fu), 4Aew. 


f 
那么 研究 口上 多 项 式 ， 
(x)= fefo( 2)=hagol zr). (#*#) 
设 g 是 ((xz) 的 所 有 系数 的 -~ 个 最 大 公园 子 .( * * ) 表 上 朋 彗 是 
tz) 所 有 系数 的 一 个 公 因子 , 故 有 
(天 )9， 9 一 GDD- 
又 因为 gq 是 fcfy(x) 诸 系数 的 公 因 于 ,注意 (x ), 必 有 
fdo= rg , feds rod. 
从 而 得 到 
Go 一 mL ， 

这 说 明 + 是 fo(z) 诸 系数 的 一 个 公 因 于 .由 于 fo(x) 在 D 上 是 
原 的 , 故 :必然 是 个 单位 .ft 与 g 是 相伴 的 ,无 是 多 项 式 5(z) 诸 
系数 的 一 个 最 大 公 因 疗 . ， 

同 理 , ha 也 是 1 ) 诸 系数 的 一 个 最 大 公 因 子 .从 而 fc 是 与 
ha 相伴 的 ,有 DD 中 单位 之 使 得 ha = efc. 将 其 代入 ( * * ), 用 消去 
律 即 得 

fefol = efigol zr), folr)=ego(r); 

也 就 是 说 ,如 果 不 考 虑 相伴 的 元 素 的 差别 时 , fo(x) 是 由 f(x) 叭 
一 确定 的 . 1 

命题 2 设 Q 是 D 的 分 式 域 .那么 ,D 上 的 本 原 多 项 式 f(x) 
在 P[z] 中 是 可 约 的 , 当 旦 仅 当 , f(z) 在 Qf zj 中 是 可 约 的 . 

证 明 车 /(z) 在 DLz] 中 是 可 约 的 , 即 F(z) 在 P[z] 中 有 
韭 平凡 的 因子 h(x), 即 h(x)|f(r) 且 有 (xz) 不 是 DD[xj] 的 单位 也 
不 是 和 f(x) 相伴 的 
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假设 &(z) 是 Q[z] 的 单位 ,那么 它 的 次 数 必 为 0, 它 必 为 局 
的 一 个 常数 多 项 式 c，c 关 0. 于 是 导出 ,在 D[zj] 中 ,c| f(x). 而 
f(z) 是 DD 上 本 原 多 项 式 , 玖 c 为 D[xz] 中 的 单位 ,与 (x) 的 假设 
了 矛盾. 
假设 ht.z) 在 Q[z] 中 是 与 了 (x) 相 分 的 , 即 有 <c,bEDD 使 
(<)= 志 (2)， Bh{r) = ef (2). 
车 
fr)=ar tarrtt+ar”, 
则 上 应 为 cao,cal，…,cas 的 一 个 公 因 子 .但 由 第 六 章 之 命题 知 
cao，"…,ca, 的 最 大 公 因 于 是 c, 所 以 51c. 有 ad 使 b= ocd， 
alc)=R(z), fr)la(x) 
导致 A(z) 和 有 h(x) 在 D[x] 中 是 相伴 的 ,矛盾 . 
这 说 明 (zx) 既 不 是 Q[.z] 的 单位 也 不 是 F(z) 在 Q[z] 中 相 
们 的 ,h(x) 在 Qfz] 中 是 A(x) 的 非 平 凡 因 子 .了 (xz) 在 Q[xz] 中 可 
约 . 


反 过 来 ,车 f{ 工 ) 在 Qiz] 中 是 可 约 的 . 设 
fz)=g(r)h(r), g(r),h(r)E QEz], 
8( 工 ) 和 h(xz) 都 是 f(x) 的 非 平 凡 因子 . 
由 于 域 上 的 非 等 的 常数 多 项 式 必 为 单位 ,而 g(x) 和 h(xz) 均 
非 零 ,所 以 它们 的 次 数 均 大 于 0. 由 命题 1 知 , 必 有 D[z] 的 本 原 多 
项 式 go(z) 和 Ao(z) 使 


s(x)= Bg), hlz)= dholz), Ld€EQ. 


a 


于 是 f(z)= 吉 Hg x)holz). 
根据 定理 1 可 推出 go(z)ho(z) 也 是 DD 上 的 本 原 多 项 式 .再 
据 命 题 1, 必 有 的 单位 s 使 
f(x)= esBo()ho( 并 )， 
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这 里 ,egwftz) 和 Ahofz) 孝 是 刀 上 多 项 式 , 均 为 F(z) 的 因子 . 
ho(z) 次 数 与 h(x) 相同 ,大 于 0,ho(x) 不 是 D[z] 的 单位 . 
ego( 工 ) 也 不 是 环 DTz] 的 单位 ,从 而 h。(x) 在 D[x] 中 不 是 与 
ACz) 相 伴 的 ,ao(z) 为 Fr) 在 DTz] 中 的 非 平 凡 因子 . 即 F(z) 在 
QIz] 中 是 可 约 的 . I 

讲 到 这 里 ,我 们 可 以 从 代数 埋 论 上 来 解释 初等 代数 中 一 个 因 
式 分 解 的 方法 . 

大 家 所 熟悉 的 “十 字 交 又 法 "处 理 间 题 的 步 台 是 :要 在 I[z] 中 
分 解 多 项 式 x? -6.x+6, 那 么 

(1) 设想?-6r16=(x-a)(x-8); 

(2) 看 a,b 可 以 取 怎样 的 整数 使 上 式 成 立 ,必须 有 有 

ab=6, atph=6; 

(3) a 和 6 或 为 1 和 6, 或 为 2 和 3, 但 却 不 能 满足 e+6= 
6, 央 为 1+6 天 6,， 2+3 天 6; 

(4) 得 结论 ,该 多 项 式 在 了 Lx] 中 是 不 可 约 的 . 

但 ,在 初中 的 《代数 》 里 ,考虑 因子 分 解 实际 上 是 在 有 理 数 域 Q 
上 进行 的 .上 述 的 4 个 步骤 怎 能 保证 多 项 式 

f(r}=2*-6r+6 
在 QLz] 中 不 能 分 解 呢 ? 

用 命题 2, 若 f(x) 在 Q[z] 中 可 约 , 则 f(z) 必 在 I[x] 中 可 
约 ,因为 有 理 数 域 恰好 是 整数 环 的 分 式 域 . 

在 整数 环 上 ,上 述 4 个 步骤 设计 是 合理 的 , f(z) 在 本 x] 中 不 
可 约 ,保证 了 它 在 Q[z] 中 也 是 不 可 约 的 . 

例题 1 在 有 理 数 域 上 ,多 项 式 f(x) = .x+ 3x +1 是否 可 
约 ? 

解 我 们 只 要 看 f(x) 是 否 在 I[x] 上 可 约 . 

车 f(x) 有 一 次 的 非 平凡 因子 

f(z)=(artb)g(r) 
比较 两 端 系数 , 必 有 a |1，5|1, 故 ar + 只 可 能 为 
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Xtl, zr-l, 一 工 -1， ~xtl. 
两 个 多 项 式 相差 一 1 倍 , 则 是 相伴 的 , 故 只 考虑 
z+1, rT-l. 

车 f(z)=(z+Dg(z), 则 f(-1)=0, 但 f(~1)=~1 故 
《z+ DTfAr). 辣 理 (x 一 1) 人 f(x). 这 说 明 /(x) 没 有 -一 次 的 非 于 
凡 因 子 . 

车 f(z) 有 二 次 的 非 平凡 因子 ,其 首 系数 必 为 1. 相伴 的 可 
以 不 计 ,f(.z) 必 有 首 系 数 为 1 的 二 次 非 平凡 因子 , 故 可 设 有 整数 


4a,bsc,d 使 
Ht3rt1l= (x tarth)(r terta). 
于 是 下 列 整数 方程 组 应 该 有 解 
at+c=0， 
#+d't ac=0, 
| 和 ted=3， 
lsd=1. 


， “但 是 ,这 意味 着 5,d 同时 为 或 同时 为 一 1, 从 而 + = 
土 2. 同时 

ac= -a’=-(b+d), 
导致 az = 十 2, 序 盾 . 


Az) 在 寺 xj 上 不 可 约 , 从 而 在 QI xz] 上 亦 不 可 约 . 1 
命题 3 DD[z] 中 非常 数 的 本 原 多 项 式 A(z) 在 D[z] 中 有 了 唯 
一 分 解 (相伴 不 计 ). 


证 明 首先 证 明 f(z) 必 可 写成 D[z] 的 不 可 约 多 项 式 之 连 
乘积 . 
当 了 (xt) 本 身 不 可 约 时 ,月 的 已 经 达到 . 
当 及 x) 可 约 时 , 它 的 非 平凡 因子 不 能 是 常数 多 项 式 , 故 必 有 有 
gz),h(r)E DEz], 
fr)=g(r)h(r), ldegg(xr)<deg f(r) 
肯 据 [(x) 的 本 原 性 知 g(.z) 和 和 (x) 均 为 D[ xz] 中 本 原 的 
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如 果 g(z) 或 R(Cz) 可 约 , 将 其 分 解 ,有 
Fr)=RCr)ECz)7Cr)， 
其 中 六 (x),i(z) 和 j(zr) 都 是 非常 数 的 本 原 多 项 式 . 
由 于 /(x) 次 数 有 限 , 最 后 可 得 到 
r= ple) pr)p (x), (*) 
其 中 p:(z) 是 DLx] 上 非常 数 的 不 可 约 的 本 原 多 项 式 . 
车, 又 有 
fr)= gr) g(r) g(r) (人 xx) 
其 中 g(x) 是 不 可 约 的 .那么 , q(x) 必然 是 本 原 的 .再 出 f(z) 的 
本 原 性 知 % (: ) 均 不 为 常数 多 项 式 . 
根据 命题 2, 户 (z),%(z) 在 Qfz]j 中 也 是 不 可 约 的 .但 Q 是 
个 域 ,Q[ z+] 是 个 唯一 分解 整 环 .在 QLz] 中 看 (x ) 和 (* * ), 必 有 
= 5. 调整 g (2 ) 的 顺序 后 ,p,《z) 和 gq.《x) 在 Q[z] 中 是 相伴 的 . 设 


gx) 2p), LEQ. 


在 D[z] 中 就 有 ( 据 命 题 1) 
Tr)=eplzr), 
其 中 si 是 DD 的 单位 .不计 相伴 的 差别 ,p; (xz) 和 g(xz) 是 f(z) 的 
相同 的 因子 ， 
定理 2 如 果 DD 是 唯一 分 解 整 环 , 则 D[z] 也 是 唯一 分 解 整 
环 . 
证 明 竹 取 D[z] 的 - -个 非 0 非 单位 的 多 项 式 F(z). 
如 果 了 (x) 是 非 0 非 单位 的 常数 多 项 式 , 即 f(x)ED. 由 二 DD 
是 唯一 分 解 整 环 , f(x) 可 以 写成 D 的 素 苑 的 连 乘 积 , 也 就 是 
了 [zj 的 索 元 之 连 乘积 , 理 分 解 唯一 
所 以 ,我 们 只 需 考虑 /(z) 不 是 常数 多 项 式 的 情形 . 设 把 /(z) 
诸 系 数 之 最 大 公 因 子 提出 来 ， 
所 了 一 ae(z)， 
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其 中 g(xr) 是 DD 上 的 本 原 多 项 式 . 

如 果 是 DD 的 一 个 单位 , 则 f(x) 就 是 上 本 原 多 项 式 , 据 
命题 3, 它 可 唯一 地 分 解 . 

如 果 吕 不 是 局 的 单位 ,df 在 DD 中 唯一 分 解 , 设 

二 pa 
其 中 户 都 是 刀 的 素 元 .同样 据 命 原 3， 
DPC 

其 中 户 (z) 都 是 DLLzj 的 不 可 约 多 项 式 .由 于 户 也 是 D[z] 的 素 
王 ， 


(= 和 rp 

已 写成 DLxz] 之 素 元 乘积 撒 式 . 

设 A(z) 还 有 一 素 元 积 形 式 .我们 总 可 以 调整 顺序 ,证 那些 属 
于 呈 的 在 前 ,不 属 二 的 列 后 , 即 不 妨 设 为 

f(x)= 0 gg (re)g, (re), 

其 中 gED, g(xz) ED. 

这 里 9 是 DD[xz] 的 素 元 ,当然 就 是 D 的 素 元 ,而 g, (x) 必然 
是 非常 数 的 本 原 多 项 式 , 否则 其 系数 的 最 大 公 因 子 4 不 足 单位 ， 
从 而 是 g,(z) 的 一 个 非 平凡 因子 . 

于 是 , 先 由 定理 1 知 

Pz) mp (zr 和 gr) g, Cr) 

均 为 本 原 多 项 式 , 青 由 


(2) (0)= fae) (zx) 
和 命题 1 知 有 口 的 单位 使 


Pi Cx) p (zr)= eq (zr).g (7), (x*) 
epi pa pr = Q1 2° Qn. Cx #)° 
把 局 元 唯一 分 解 人 性 用 到 ({ * x 关上 ,得 mr = 27, 调整 顺序 后 加 


和 gq; 是 相伴 的 . 
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把 命题 3 用 到 (* ) 上 ,得 r=;s, 且 调整 顺序 后 户 ( 工 ) 和 
4 Cr) 是 相伴 的 . 

最 终 得 到 A( xz) 的 唯一 分 解 性 质 . } 

这 个 定理 的 证 明 比 较 长 , 调 且 是 步 步 深 入 的 .定理 包括 了 前 画 
的 命题 ,通常 把 前 面 的 命题 称 为 引 理 ,车 把 它们 都 写 到 一 个 定理 里 
就 更 长 了 . 

回 过 头 来 看 这 节 证 明 的 基本 思想 ,关键 是 把 D[zj 中 的 素 元 
分 成 在 口 中 的 (常数 多 项 式 ) 和 不 在 口 中 的 (非常 数 多 项 式 ) 两 
类 ,从 而 引出 了 本 原 多 项 式 慨 念 . 

处 理 多 项 式 可 约 忻 问题 还 有 很 多 具体 的 技巧 ,初学 者 难于 想 
到 ,我 们 再 举凡 个 例子 ,把 它们 作为 习题 留 给 读者 似乎 太 难 了 . 

例题 2 设 站 是 个 叭 -分 解 整 环 ,Q 是 口 的 分 式 域 ， 

f(r)=av te ta EDLe], 

如 果 f(x) 在 QQ 中 有 一 个 根 wjv€EQ, u,vED, 面 有 内 ww 和 wv 互 
素 , 那 么 ,ulao， vla,. 

证 明 将 afm 代 人 大 z) 得 - 

fat)=arta(ufv) re ta (ulv)" =0. 
把 上 式 两 端 同 乘 ,得 
Gao t aru + mon 一 0 

上 式 左 端 除 第 一 项 ev 外 , 其 余 诸 项 均 含 u 因子 , 故 亦 必 有 
tl(aow"). 由 于 与 v 互 素 ,w 与 w" 互 素 . 必 有 ulao， 

对 称 地 ,看 等 式 左 端 最 后 一 项 ax" ,可 以 证 明 v | zx"， I 

例题 3 用 p 代表 环 1 到 环 I 的 同 态 映 射 .车 aE€1, a= 
4Ptr, 0Sr<p, yg(a)=+r" , 现 设 p 是 任意 取 定 的 一 个 案 数 .对 
任意 一 个 首 系数 为 ! 的 整 系数 多 项 式 

Jrz)=ao+…+zeIz]， 
得 I 上 多项式 
Jz)= pan) tof1" a". 
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证 明 : 若 了 (x) 在 LLxj 中 是 不 可 约 的 , 则 A(z) 在 I[zj 必 然 是 不 
可 约 的 . 
证 明 若 f(z) 在 本 x] 上 不 是 不 可 约 的 , 设 f(z)=g(z)h (zr)， 
h(xr)=bottr”, 0<m<n 
g(x)=co tt , OC<k<n, 
那么 了 (xz) 一 g(r)h(x), 其 中 
hr)=g 6) tt 2 EDLr), 
g(r)= 9g) tt lr Eblx), 
都 是 fz) 的 非 平凡 因子 .于 盾 . 1 
例如 ,证 明 多 项 式 
fr)= rt +9r +6r +3r+1 
在 1[.r] 和 i 不 可 约 . 取 p=3, 出 于 gq(9)= gt6)= yg(3)=0' , 故 
flr)=1" +， 
观 查 /x), 它 不 能 有 一 次 的 因 式 ,因为 1, 中 任意 元 0 ,1 ,2 代 
人 F(x) 都 不 为 0 . 
如 果 了 (zz) 能 分 解 成 二 次 因 于 之 积 . 因 其 首尾 系数 均 为 1 ,其 
分 解 只 能 是 


rt =r tartl (Crithrt1"), 


或 者 
tl = tdr+t2 ) (x + het+2" ). 
计算 各 项 的 系数 ,应 有 
atb=0", abt2’ =0°. 

由 于 6+2" =0' 意味 着 a5=1' ,从 而 a,6 必 同 时 为 1' 或 同时 
为 2 , 故 a+68 关 0 ,导出 并 质 . 

同 理 z+1" =(x? 了 d+2' Cr2+Rr+27) 亦 导出 矛盾 . 

例题 4 设 是 个 整 坏 ,那么 

f= ta 2 ttarrt1lE Dx] 
在 DELxz] 中 不 名 约 的 充分 必要 条 件 总 
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gr}=7 tarr (tota, zt+1EDNLzr] 
在 Dizr] 中 不 可 约 . 
证 明 若 有 上 户 (z)Rz) 使 六 z) 一 下 ()R 工 1 
r=6 tt bs, 1<m<n, 
Rlr)=enr tte, ll<l<n. 
避 么 ,bc 三 1, 和 和 mm 均 不 六 0. 从 证 
pr)= br tt hbo, 
gr tt en 
之 次 数 分 别 为 m 和 z, 且 g(r)= p(x)ylx). 这 说 明 , 当 [(z) 有 
韭 半 凡 因子 时 ,g(x) 必 有 有 非 平 几 因子 . 对称 地 , 当 gz) 有 非 平 凡 
内 子 时 , Ar) 也 必然 有 非 平凡 内 子 . 1 


习题 三 


1 证明: 多 项 式 .r+ +2++2 在 有 理 数 域 Q 上 是 不 可 约 的 . 
2. 设 户 是 个 案 数 ,f(x) ) Arz)E 开 zz]，pr(z)=gCz)R(zr) ,而 
日 g{x) 的 首 系数 不 能 被 p 获 队 .证 明 ;h(z) 的 每 个 系数 均 能 被 p 整除 . 


小 结 

电 整 除 问题 引出 的 -系列 概念 ,如 整除 、 相 伴 不 可 约 元 、 素 
元 、 加 武 分解. 唯一 分 解 性 、 最 大 公 因 子 、 互 素 、 主 理想 整 环 、 欧 氏 
环 \ 高 斯 整 环 \ 本 原 多 项 式 等 等 ,在 代数 学 的 发 展 史上 都 出 现 比较 
时 ,起 过 重要 作用 . 

整除 问题 起 源 于 对 整数 性 质 的 研究 ,整数 当然 汉人 类 最 早 知 
道 的 “ 数 ”整除 向 题 后 来 又 被 推广 到 数 域 上 的 多 项 式 问 题 的 研究 ， 
它 与 解 方程 问题 密 妇 相关. 

所 以 ,如 果 随 时 注意 整数 和 多 项 式 的 性 质 , 对 于 本 章 内 给 出 的 
众多 新 概念 就 不 会 感到 太 突然 和 太 随 生 . 衣 些 命题 三 理 和 习题 的 
证 明 也 就 显得 祖 当 自然 了 . 
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所 以 ,学 好 本 章 内 容 的 捷径 就 是 对 每 个 新 概念 、 新 命题 都 要 对 
照 地 起 想 它 在 整数 环 上 应 当 是 怎么 回 事 ,在 数 域 上 的 多 项 式 环 中 
又 是 怎么 回 事 ,分 析 其 异 局 . 温 故 知 新 ,在 分 析 和 借鉴 的 基础 上 前 
进 ,事情 总 会 好 办 一 些 . 

本 章 有 一 二 个 定理 的 证 明 比 较 繁 复 .读者 应 该 先 看 一 下 证 明 
的 大 致 步骤 ,型 清 每 一 步 要 解决 的 问题 ,详细 的 计算 可 以 先 跳 过 
去 .然后 再 分 段 那些 精细 的 计算 ,具体 弄 懂 那些 系数 .数码 , 方 次 等 
等 ,开始 时 因 符 号 太 儿 看 起 来 符 易 眼花 综 乱 抓 不 到 要 领 ,反复 几 遍 
就 觉得 所 要 做 的 事情 并 不 太 多 .实际 上 ,学 习 《 抽 象 代数 学 ) 最 基本 
的 困难 不 在 这 些 计算 性 的 证 明 上 ,只 要 花 工夫 ,可 以 相信 ,这 些 篇 
幅 长 的 定理 是 能 被 读者 接受 的 、 

关于 具体 的 长 除法 、 求 最 大 公 因 式 等 ,希望 读者 能 把 书 上 的 每 
个 例子 和 例题 都 看 懂 , 但 不 要 求 读者 能 熟练 地 去 计算 和 判断 是 否 
可 约 等 等 .出 于 这 个 自 的 ,本 章 的 例题 较 多 , 供 大 家 看 ,而 留 的 习题 
较 少 , 即 不 要 求 大 家 熟练 各 种 计算 方法 . 


复习 题 


1 同 ,在 [x] 中 第 项 式 x?+1' ,za +.r? + | 是 不 是 家 元 ? 
2， 在 [zx] 中 求 
2)=T tr tl", g(r)=rs +rt1" 

的 一 个 最 大 公 因子 d ,并 找 出 ,1EL[z] 使 8x)+ p(x)=d 

3. 设 整 环 D 对 于 映射 4 是 个 欧 氏 环 ,而 c 是 个 正 整 数 , 对 任意 rE DD， 
令 避 (x)=d(z)+c. 则 dd 也 是 ,到 1 工 的 映射 , 且 了 对 于 4 也 是 个 欧 氏 
环 . 

4.， 设 品 为 整 环 ,a,b,9,rED, 且 a= Bg+r. 证 明 ; 荐 有 dD 则 d|a 
且 dl 的 充分 必要 条 件 是 d| 6 旦 dr. 
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第 七 章 域 的 扩张 


这 一 章 讨论 一 个 域 和 它 的 子 域 以 及 它 的 扩 域 之 间 的 关系 . 

学 习 群 论 时 ,重点 讨论 正规 子 群 而 不 是 一 般 子 群 ,学 习 环 论 
时 ,重点 讨论 环 的 理想 而 不 是 一 般 子 环 .那么 ,是 不 是 因为 域 不 仿 
非 平 凡 理 想 , 面 只 好 研究 它 的 子 域 呢 ? 

研究 域 与 其 扩 域 之 间 的 关系 不 是 仿照 群 论 或 环 论 进行 纯 理 论 
推 殴 ,历史 上 , 它 来 自 于 处 理解 方程 问题 ” 

一 百 五 十 多 年 前 , 傣 罗 华 (Galois) 首 先 利 用 域 的 扩张 理论 探讨 
了 "关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 性 条 件 ”, 为 现代 抽象 代数 学 的 发 展 
莫 定 了 基础 .他 的 天 才思 想 和 巧妙 方法 透彻 地 解决 了 使 很 多 大 数 
学 家 伤 透 脑 筋 的 “ 根 号 求解 "“ 用 规 尺 将 任意 角 三 等 分 "等 大 难题 、 

本 章 内 容 是 域 论 的 基础 知识 ,有 了 这 些 知 识 和 技能 训练 后 ,有 
兴趣 的 读者 再 去 钻研 Galois 理论 及 其 应 用 ,就 容易 多 了 . 

在 这 一 章 里 ,需要 反复 使 用 多 项 式 、 剩 余 环 等 工具 ,而 这 些 东 
西 是 分 散 出 现在 第 四 章 至 第 六 章 的 . 读者 学 习 本 章 之 前 应 该 把 上 
述 三 章 好 好 总 结 一 下 . 


§1 单纯 扩张 域 


我 们 知道 ,如 果 下 ,EE 都 是 域 ,而 下 是 EE 的 子 域 , 则 说 互 是 下 
的 扩张 域 ,简称 扩 域 . 
复数 域 是 实数 域 的 扩张 域 , 复 数 域 和 实数 域 都 是 有 理 数 域 的 
扩张 域 . 
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任何 域 都 读 其 案 域 的 扩张 域 . 
定义 1 受 殖 是 三 的 一 个 扩张 域 , S 是 EF 的 一 个 子 集 ,由 
FUS 在 EE 中 全 成 的 于 域 , 记 为 下 (S), 称 为 是 下 上 添加 S 得 到 的 
巨 的 子 域 . 当 和 = laryes 4 时 , 记 下 (CS)= 下 (aaz ye》 
当 瓦 =F(aj…, 说 已 是 F 的 一 个 单纯 扩张 域 ,或 说 巨 是 下 的 一 
个 单纯 扩张 - 
例如 , 复 此 域 避 是 实数 域 了 语 加 -个 复数 1= 一 1 而 成 的 ， 
故 C=R(). 
现在 看 R 的 单纯 扩张 R(2+V -3). 由 于 
2+, 3= es, 
所 以 RQ+V 3) 守 R(0). 另 一 


i=[(24v31) ena 3) 


知 ,ROSRG YY -3). 故 RO)=R(Q+V 73). :， 
这 说 蛆 ,一 个 域 上 不 同 的 添加 可 能 得 到 相同 的 扩张 域 ，、 
为 了 弄 清 站 下 上 单纯 扩张 = F(a) 的 结构 ,让 我 们 风 忆 一 
下 第 五 章 $4 给 出 的 一 个 环 的 同 态 映 射 
CO a€E. 


Daag t err ‘tar ag+ aigt ‘+aa",, 
这 是 环 所 [ J 到 五 的 一 个 环 同 态 映像 . 把 官 的 像 Img (gp) 记 为 
Ffaj, 即 
Flaj={/(a)l/(r)E FEzr)i; 
或 直接 写 出 来 ,就 是 
: Fej=iagtarat + ava | 任意 a0 ,a EFL 
命题 1 设 下 是 个 域 ,E 是 F 的 单纯 扩张 , 玉 = F(a) .那么 ， 
或 者 EE 同 板 于 下 [z] 的 分 式 域 下 x! ,或 者 有 下 上 的 不 可 约 多 项 
式 p(zr), 使 - 
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FKa) 庆 FIz]APCr) 
证 明 看 EE 的 子 集 ， 
S=|/(a)g(a) EECc),g(z)EF[cj g(a)A0l. 
任 取 s, ,ssES, 设 
5 一 站 (a)gl(a) filr)vg(r)EFLr], gi(a)#0, 
2 大 (al8gs(a) Ptz),gz(r)EF[r]，sgafa) 天 0. 
在 三 中 运算 ,有 
si™ ss= [f(a)ga a) -fla)g(a) g(a)g(a))', 
其 中 gil(ejgz(a) 天 0, 故 st 一 ES. 同 样 
ss5a=[ 六 (aa)jCg(a)yga(a) 
其 中 gif(a)gz(a) 天 0, 故 sisaES. 
进一步 , 若 有 5sE S， 
5=y(a)g(ae) 天 0， 
那么 ,在 域 玉 中 ,f(a) 才 0. 从 而 
s'=g(a)f(a) '€S. 
所 以 ,S 是 个 域 . 
如 果 S' 是 巨 的 一 个 子 域 ,FUlal 三 5S” ,由 于 它 是 个 环 ,所 
上 ,对 任意 ao,…,a, 下, 必 有 
qaotaiat ta ES", 
也 就 是 对 任意 f(x)EF[z], 必 有 f(a)E€ 5 .车 又 有 g(x)E 
F[z], 那 么 g{a)€ S" .而 S' 是 个 域 ,所 以 ,只 要 g(a) 夫 0, 则 
fla)g(a) ES . 
这 说 明 ,SSS'" .由 于 S 是 E 的 子 域 且 包含 在 每 个 含 严 Ulai 的 子 
域 中 , 故 S 就 是 E 中 下 Uial 生 成 的 子 域 F(a). 
进一步 观察 S. F[a] 是 S 的 子 环 , 而 且 S 是 EE 中 包含 F[a] 
的 最 小 子 域 (任何 子 域 含 F[a ] 则 必 会 S) , 据 第 五 章 $ 3 之 例题 1 
知 S 是 环 FLa] 的 分 式 域 . 
再 来 研究 环 F[a1. 由 于 pg:f(x)->f(a) 是 环 F[z] 到 F[a] 
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的 满 的 坏 同 态 , 据 环 同 态 基本 定理 ,应 有 
Fla leF[z]/Kery. 

这 样 一 来 , F[ 4a] 的 结构 就 决定 于 FFz] 的 理想 Ker(p) 了 .由 
于 FLx] 是 主 理 想 环 , 必 有 下 上 多 项 式 p(x) 使 Kerg=(p(zr))， 
因为 Fla] 守 EE, 忆 是 个 域 , 故 FLa] 不 含 非 零 的 零 因子 ,从 而 环 
F[x]iKer(q) 亦 不 含 非 零 的 零 丹 子 , 据 第 六 章 §$2 之 命题 2,p (x) 
战 为 零 多 项 式 ,成 为 [+] 的 单位 ( 非 零 的 常数 多 项 式 ) 或 为 不 可 
约 多 项 式 . 

若 pe) 为 下 [之] 的 单位 ,那么 (p(z)) = F[z]， gp 为 零 同 
态 ,矛盾 ,故我 们 只 需 分 别 讨论 以 下 两 种 情形 . 

车 p(x)=0, Ker(p)=10}, 则 F[xz] 实 Ffa], 由 第 五 章 83 
例题 1 知 下 [< ] 的 分 式 域 ix} 同 构 于 下 [a ] 的 分 式 域 S= F[a]. 

车 P(xz) 是 下 上 不 可 约 多 项 式 .那么 , 环 F[z]j(p(xz)) 本 身 
已 经 是 个 域 ( 此 时 (p(x)) 是 F[x ] 之 一 极 大 理想 ), 而 FF[a] 同 构 
于 F[z (p(xz)), 所 以 F[a 本身 是 个 域 .由 于 F(a) 是 的 会 a 
又 含 忆 的 所 有 子 域 之 交集 , 故 F[a]EF(a)SF[a], F(a)= 
下 [cj .最 后 知道 F(a ) 是 个 域 , 且 

F(a)SF[z]jACPD(z))， 
其 中 px) 是正 上 不 可 约 多 项 式 . 1 

这 个 命题 告诉 我 们 ,给 定 了 域 F, 它 上 面 的 单纯 扩张 只 有 两 
种 .那么 ,这 两 种 之 间 的 差别 是 怎样 造成 的 呢 ? 关键 是 映射 

pif(r)* f(a) 
的 核 .Kerp= 10! 意 味 着 对 任意 非 零 多 项 式 F(z) 都 有 F(a )z0， 
Kerp 一 {p(xz)| 意味 着 ,有 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ,使 

(1) pla)=0; 

(2) 任意 g(xz)EF[Lz], 若 g(a)=0, 则 g(x)E(p(z)). 

定义 2 设 域 下 是 域 下 的 扩张 域 ,a EE. 如 果 有 下 上 非 竺 多 
项 式 f(z) 使 A(a)=0, 则 说 a 是 下 上 的 一 个 代数 元 ;如 果 对 下 上 
的 任意 一 个 非 零 多 项 式 [(.x) 都 有 f(4) 关 0, 则 说 a 是 下 上 的 一 
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个 超越 元 . 

命题 2 设 巨 是 威 F 的 扩张 域 . 如 果 aEF 是 F 上 的 代数 元 ， 
则 必 有 六 上 不 可 约 多 项 式 p(x) 使 得 

(DD) pla}=0s 

(2) 和 任意 /x)E Fizrj, 只 要 f(a)=0, 则 f(z)E (p(x)), 
A 

证 明 车 a 是 FF 十 代数 元 , 设 g(x)EF[x], sgkz) 天 0 且 
(a)=0. 这 浇 明 a 不 是 F .上 的 超越 元 .由 命题 上 的 证 明 吉 看 出 

gf > fa}, f(r)EF[z], 
Ker( gq) 关 |01. 那么 , 必 有 人 不 可 约 多 项 式 p(xz) 使 
Ker(¢)= (p(x)). 

它 等 价 于 p(x) 满 足 (1) 和 (2). I 

当 a 是 上 代数 元 ,满足 命题 2 条 件 (1) 和 (2) 的 不 可 约 多 项 
式 plz) 就 称 为 是 4 的 一 个 极 小 多 项 式 , 或 最 小 多 项 式 . F(a ) 称 
为 下 的 单纯 代数 扩张 , 它 司 构 于 域 FLz (p(x)). 

例如 ,实数 域 R 中 ,5 是 有 理 数 域 上 的 一 个 代数 元 ,因为 它 满 
足 Q 上 多 项 式 

flr)= 2 ~5. 

所 以 ,QCY5) 是 Q 上 的 一 个 单纯 代数 扩张 . 

下 面 来 说 明 x? 一 5 是 QQ 上 不 可 约 多 项 式 .在 第 六 章 § 3, 我 们 
已 经 知道 ,x? 一 5 在 QQ 上 可 约 当 而 且 仅 当 , 它 在 整数 环 1 上 可 约 ， 
作为 1 上 多 项 式 ,x? 一 5 如 果 是 可 约 的 ,不 计 单 位 { 即 土 1) 的 差别 ， 
它 只 能 写成 | 

-5=(z+ta)(rth),. a,bEL. 

从 而 要 求 a+5=0, ab= 一 5, 这 在 整数 环 1 上 是 办 不 到 的 .所 以 ， 
Zz? -5 是 QQ 上 不 可 约 多 项 式 . 

事实 上 ,知道 /5 满足 不 可 约 多 项 式 x? 一 5 即 可 认定 zz -5 是 
#5 在 Q 上 的 一 个 极 小 多 项 式 . x? -了 满足 命题 2 条 件 (2) 是 自然 
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的 .因为 ,当知 道 /5 满足 zz -5 后 , 即 知 V5 为 Q 上 代数 元 . 从 而 必 
有 极 小 多 项 式 pl.z) 满 足 (1) 和 (2). 从 而 
了 一 SECPz) plr) (zr -5). 
但 p(xz) 与 x? -5 均 不 可 约 , 它 们 必然 是 相伴 的 ， 
(x -5)= (p(x)). 
推论 1 如 果 a 是 域 记 上 的 代数 元 ,那么 ,a 在 到 上 的 各 极 小 
多 项 式 都 是 相伴 的 . 1 
事实 上 ,a 的 每 个 极 小 多 项 式 都 是 不 可 约 的 ,而 县 要 相互 整 
推论 2 设 FF(a) 和 Ft(b) 都 是 城下 的 单纯 代数 扩张 .如 果 &a 
的 极 小 多 项 式 和 6 的 极 小 多 项 式 是 相伴 的 ,那么 F(a) 实 F(b). 
证 明 设 p(z)EF[z] 是 a 的 一 个 极 小 多 项 式 , 由 于 5 的 极 
小 多 项 式 是 和 (zz) 相伴 的 ,所 以 p(xz) 也 是 5 的 一 个 极 小 多 项 
式 ， 
看 命题 1 的 证 明 , 计 算 映 射 p;g(z)-=g(a) 的 核 . 由 于 p(a) 
=0, 及 对 任意 f(z)EF[z], 只 要 Fa)=0, 则 必 有 (z)E 
《kz)), 故 Kerp=(p(z))》 ,于 
Flal= F(a)SF[z (plz)). 
同 理 , 又 有 
F[6]=F()EF[r (p(x)). 
所 以 ,F(a) 衬 F(8). 【 
现在 ,我 们 反 过 来 问 ,给 定 一 个 域 忆 后 ,对 下 上 的 一 个 确定 的 
不 可 约 多 项 式 p(x), 是 否 一 定 有 下 的 单纯 代数 扩张 (a) 使 得 
Fla)F[z (p(xz)) 
成 立 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 
定理 1 设 下 是 个 域 , p(x) 是 下 上 不 可 约 多 项 式 .那么 , 必 
有 下 上 的 一 个 单纯 代数 扩张 域 记 (4 ) 同 构 于 F[zj/(p(z)), 且 
pb(z) 是 4 在 F 上 的 一 个 极 小 多 项 式 . 
证 明 念 起 抽象 定义 和 多项式 的 方法 ,看 形 如 下 的 表达 式 (n= 
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deg PCr)), 
qo 并 a12X 提 … 间 a 1A* (*) 
其 中 a0sats… dr.1E 下 .规定 , 当 a,=0 时 ,表达 式 中 aiX' 可 以 
不 写 ;表达 式 ( * ) 和 表达 式 
Bo 入 如 久 失守 四-12" (x*¥) 
相等 , 当 且 仅 当 po 一 ao 有 -二 es- 
所 有 这 种 表达 式 的 集合 记 为 EE. 
据 第 五 总 34 命 题 6, 域 Flx]i(plzx 旋 的 每 个 元 素 可 唯一 地 
表示 成 
co tecttet er +(p(z)). 
建立 映射 、 
:co 二 二 ce +plr))-reco te aA" 
这 是 域 FLx jpgz)) 到 集合 至 的 一 个 映射 ,而 且 是 个 双 射 , 它 有 
道 栈 像 p 
现在 来 “硬性 "规定 E 上 的 运算 使 其 也 成 为 一 个 域 . 任 取 a,5 
气 忆 .出 于 人 是 双 射 , 必 有 唯一 确定 的 < ,5 GE FEzjf(p(z)) 俩 得 
pha )=a,g(b’)=b. 
我 们 定义 玉 上 加 法 ， 
a#b=pla to)=p(p (a) tp '(b)), 
和 乘法 
aG5=ep(e hb)= pp (ag (5)) 
很 容易 验证 { 互 ,并 ，) 是 个 域 .而 且 Lx jj《p(zx)) 同 构 于 下 .细节 
的 验证 是 机 械 的 、 容 易 的 .可 以 仿照 第 三 章 8$2 之 例题 7 进行 . 
注意 ,形式 表达 式 
ao 划 GtA 井 … 间 Ga 1 
中 等 于 0 的 4 可 以 不 窟 .所 以 ,对 任意 co 下 ， 
6 一 a0 间 0A 间 并 0" EEEE. 
即 下 是 E 的 子 集 .而 且 , 对 任意 ao,bo 下 , 志 
387 


a0 间 60 
=efp ‘(uo) tp (bo)] 《# 的 定义 》 
= glavt bu) 《9 的 定义 } 
=aot bn. 《9p 的 定义 ) 
同 理 可 让 ,ao 多 be = aobo. 这 说 明 下 的 运算 恰好 与 它 的 元 素 在 三 
中 运算 一 样 .所 以 ,下 是 巨 的 子 域 . 


因为 EE 的 每 个 元 素 本 
人 村 
恰好 等 于 ao,a14,… ,a 1A"! 的 和 ， 而 且 E 已 经 是 个 域 , 故 EC 
(A), 进而 = FF(4)， 
把 E 中 元 素 


4 二 0 提 14 提 02? 提 "… 并 O02 
代 到 下 上 多 项 式 p(z) 中 , 记 1= (p(x 站 .出 于 :z+T>4 可 知 
PA)=plg(r +1)). 
而 9 是 环 同 态 映 射 , 故 p(y(xr + 了)= gp(p(z+ 了 )). 而 峡 射 6; 
zx 一 之 + 是 自然 同 态 ,pCx+ 门 = p(x)+ 了 = 了 所 以 ， 
pA pplrt 1))= g(1)=0, 
即 和 满足 pLx). 因 为 p(x) 在 下 上 是 不 可 约 的 ,p(xz) 必 为 4 的 一 
个 极 小 多 项 式 . 1 
_ 对 于 域 了 上 单纯 扩张 的 另 一 种 情形 ,FL2z ] 的 分 式 域 Fizi 为 
域 , 且 
FEF[z]EFiz}, 
Fz} 就 是 下 的 一 个 单纯 扩张 域 ,x 为 下 上 的 迎 越 元 . Fizi 是 下 
添加 xz 所 得 的 扩张 域 , 故 
F(Cr) = 下 tizl 
这 两 个 符号 就 是 一 桩 的 了 ( 胸 第 五 章 $4). 
例题 1 证 明 : 域 B 上 多 项 式 1+ z +z? 是 不 可 约 的 ,给 出 I 
的 一 个 单纯 代数 扩张 瑟 ， 
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Ebi(l+r+.r). 

证 明 为 1' +x+xz? 是 二 上 的 一 次 多 项 式 ,车 可 约 , 则 必 
表 成 2 个 一 次 多 项 式 之 积 , 上 的 一 次 多 项 式 首 系数 均 为 1 , 故 
pir)=r trtl = (rta)(r+h). 

于 是 应 有 aE€bkb 使 p(a)=p(~4)=0". 但 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 
pl0°)=1°, p(1’)=1°. 
由 于 十 ++1' 次 数 为 2, 令 
E=10° ,1 ,4,1"#Al. 
建立 映射 p:F[z]i(p(r)>FE, 
(plz)>0° ,1+(p(z))>1’, 
+ pr)) ra, (ltr)t (plr))-r1’ #A. 
然后 ,规定 ,右面 上 中 元 素 "按照 "左面 元 素 在 F[z jf/(p(.r)) 
运算 实行 运算 . 
如 ,计算 1 #(1” #4), 先 看 
1 Cp 1 0 tz) + (pl(z))= r+ (p(x)), 
才 知 1 提 (1" #4)=4. 
又 如 ,计算 (1" #4)(1” #4), 先 看 
((1’” + x}t pr))) (+z) + (pr))) 
={1" +z)(t’ +x)+(p(r)) 
=(1 +x )+ (p(x)) 
=T+( trtr )+(p(z)) 
=r+(p(x)). 
从 而 (1 #4)(1" 打 2)=X， 
有 具体 列 出 EE 的 加 法 表 积 乘法 


# | 0 1! a 1 站 
0 0 1 2 1 
1 1 0 1" 村 A 
A A 1" 提 A 0 1 
1 ” #4 工 ” 提现 a 1 0 


| 0: A 1" 村 只 
0 | 0 0° 
站 0’ 1 A 1 于 和 A 
2 0 a 1" #A 上 上 
1° #2 0% 1" 半 A 1 a 


从 定理 1 的 证 明和 和 饮 题 1 的 具体 计算 都 可 以 看 出 来 , 巨 的 元 
素 和 4 符 导 的 选择 是 无 关 紧 查 的 ,关键 是 它 的 运算 . 
比如 ,对 二 Q 上 的 不 本 约 多 项 式 z? ~2 和 22 -5, 都 可 今 .. 
E= 1a+ bla, bEQ), ,sa , - 
它 按 不 同 的 办 法 定义 运算 后 es 
( 王 ,#，) 二 FIzJT I=(whro pn 
(E,+ EF, J=(x -5).v.... 
取 两 个 元 罕 1 一 24,2+AEE, 计 算 1 
[C1-2r) r+[(2+x)+1) 
=(1-27)(2+ zx)+1 
=(2-3z-2x)+1 
一 (一 2 一 3x) + 了 
所 以 ,(1 一 24): (2+4)= -2-34. 而 
(C1 2x) +I) (2+7)+ 1) 
=(2-37r -2r)+J 
=(~8-3r)+f, 
从 而 (1 一 24)"(2+4)= 一 8 一 34. 
如 同 在 多 项 式 理论 中 文字 x 的 选区 无 关 紧 要 一 样 ,我 们 也 可 
以 不 让 出 现 , 用 抽象 形式 做 出 域 上 某 个 不 可 约 多 项 式 的 单纯 代 
数 扩张 域 . 
例 1 把 有 理 数 域 Q 中 的 每 个 数 a 换个 写法 , 记 为 (a,0) ,其 
中 0 就 是 教 零 .于 是 ;QQ 可 以 看 成 是 集合 Qx@Q 的 子 集 . 
现在 QxQ 上 定义 运算 ,对 任意 (a,5),《c,d)EQxQ, 规 定 
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人 abced)= (atc,h +d), 
(a,b) (c,d)= (ac +t2bd,ad+t be). 
下 面 来 说 明 (QxQ, + ,*) 是 个 域 . 
首先 ,建立 QE 到 QxQ 的 映射 , 八 取 f(r)EQ[xj, 用 
一 2 除 之 , 设 为 
fr}= gr) -2)+ hrta, 
上 其 中 ov(ziEQlzle,pEQ 由 于 br +4a 全 带 余 除法 的 余 式 ,是 
由 作 x) 唯 一 确定 的 ,从 而 元 紊 Ca ,6) 亦 由 f(z) 唯一 确定 . 令 
rflr)> {a,b), 
则 gg 是 Q[7j 到 QxQ 的 一 个 映射 
其 次 ,可 以 断言 q 为 环 Qiz]j 到 (QxQ, + ，…) 的 同 态 映 射 . 任 
下 jz),g(x)EQ[z1, 设 
Tr)= g(r -2)+brta, 
gr)=p(r)(x -2)+drte, 


那么 ， 
AUz)+Sg(z)=[oftz)+g(z)iz -2)+(+d)z+(a+c)， 
fx)g(r)=t(x)(x -2)+ (br t+a)(dr+e) 
=1(z)(x -2) + bdr + (ad + be)zrt+ac 
=[1(x) -bdr ~2)+ (ad +éc)r+(ac t+2bd), 
从 而 有 
{f(xz)tg(r)=(atc, d+d)=(a,6) + (c,d) 
=p(f(r)) + pl(g( x)). 
同时 
{flr)g(z)) 
=(ac +2bd ,ad + bc) ( 据 g 的 定义 和 ( * ) 算 式 ) 
=(a,b) (c,d) (Qx Q 上 乘法 的 定义 ) 
=p[f(z)jplg(z)]， (g 的 定义 ) 
最 后 ,很 容易 看 出 p 是 个 满 射 ,因为 
pler +al=(a,5). 
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据 第 四 章 $4 例题 6, 即 知 (QxQ,+ ，…) 是 个 结合 环 .(0,0) 是 人 @X 
QQ 的 零 元 , (1,0) 是 恒 等 元 . 
要 证 明 (Qx Q, + ,*) 是 个 域 ,可 研究 py 的 核 .由 于 A(z)E 
Kertg) 必 要 而 且 只 要 [zz* -1J|f(z), 秦 
Ker(g)= (zr —1). 
由 环 同 态 基本 定理 知 
(QxQ, + ,*)Q[Lzr (zr —1). 
站 因为 一 1 是 Q 上 的 不 可 约 多 项 式 ,所 以 , 环 (QxQ, +，) 是 
个 域 . 
开始 时 我 们 就 说 过 ,Q 可 以 视 为 QxQ 的 子 集 ,起 囊 a 与 
《4,0) 是 同一 元 娄 之 林 同 记 法 而 已 . 故 ,(QXyt% 是 Q@ 的 一 个 
单纯 代数 扩张 . 全 
再 来 看 QxQ 的 元 素 (0,1)， 将 其 代入 到 CS 项 上 x -2 
中 去 ,得 
(0,1)° -2(1,0) 
=(0,1).(0,1)— (2,0) (QxQ 中 运算 ) 
=(2,0)-(2,0) (乘法 定义 ) 
= (0,0). 《加 法 之 定义 ) 
也 就 是 说 (0,1) 满 足 Q. 上 不 可 约 多 项 式 zx? -2. 
由 于 (0,1) = (2,0), 按 习惯 ,人 们 把 (0,1) 记 成 /2. 于 是 
QxQ=QQ). 1 
这 个 例 手 中 完全 不 必 选 择 不 定 元 zx 的 符号 ,也 不 必 选 择 添加 
元 4 的 记 法 .因为 ,在 多 项 式 理论 的 讨论 中 ,我 们 已 经 看 到 ,不 定 
元 zx 只 起 标记 各 系数 位 置 的 作用 . 如 同 在 第 五 章 84 例 4 的 做 法 
一 样 ,用 说 列 记 多 项 式 ,那么 ,在 研究 域 的 扩张 时 ,也 可 以 回避 x 
和 4 等 记号 . “ - 
这 可 以 表 给 一 个 差不多 是 重复 的 例子 . 
例 2 把 实数 域 RR 中 元 案 a 记 为 (a ,0), 其 中 0 是 数 零 . 
对 RxR 中 任意 元 (a ,5) 和 (c,d) 规 定 
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(ay6)+fKcd)=(e+c: b+d)， 
(asb) te,d)= (uc — bd,ad + bec). 
则 (RxR,+,") 有 了 其 个 二 元 运算 . 
建立 县 [x] 到 RXR 的 映射 p, 若 f(z)ER[zx]， 
fr)=a CD tbrta, 
其 中 g(z)ER[z], a,5ER. 规 定 
pif(r)-r(a,b) 
则 有 是 RLz] 到 &xR 的 一 个 映射 ,而 及 是 满 的 . 
如 果 A(zr),s(z)ER[z]， 
fr)= ar)(r +1)+brta, 
g(xr)=p(r)(r +1)+adrte, 
那么 ,可 以 算出 (读者 应 仔细 计算 之 ) 
glf(r)+tg(r))=(ate,b tad)= plf(r)) + ple(r)), 
plf(r)g(r))=(ac— bd,adt+bc)= pL f(r)) pg(z)). 
于 是 知 , (RXR, + ,*) 是 个 环 .而 Ker(e) = (x?*+1), 再 据 环 同 态 
基本 定理 , 立 得 
RXRSR[r H(z +1). 
由 于 z? +1 在 实数 域 上 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 (RXR, + ，*) 是 个 
域 . 
进一步 ,由 于 好 中 元 已 记 为 (a,0) 形 式 ,R 是 (RXR, +,) 的 
子 域 .RxR 是 实数 域 R 的 一 个 单纯 代数 扩张 . 
(0,0) 是 恨 xRR 的 零 元 ,(1,0) 是 RxR 的 恒 等 元 .有 
(0,1)? + (1,0)=( -1,0)+ (1,0)=(0,0), 
也 就 是 说 ,R xR 的 元 素 (0,1) 满 足 R 上 的 不 可 约 多 项 式 x? +1. 
从 而 RxR=R((0,1)). 
习惯 上 ,把 平方 等 于 数 -1 的 复数 记 为 或 v -1， 
RXR=R()=R(V -1). 2 
我 们 得 到 的 扩张 RXR 就 是 复数 域 . 


由 于 人 们 在 初等 数学 中 把 多 项 式 写 成 带 有 林 定 元 形式 ,本 蔬 
正文 亦 遵 从 此 惯例 . 
定理 2 设 玉 是 域 下 的 -个 扩张 域 .S, TGE, 那 么 ， 
F(S)(T}Y= F(SUT). 
分 析 F(S) 是 域 下 添加 的 子 集 S 后 得 到 EE 的 子 域 .把 它 
责 添 加 上 上 丁 ,得 FR(S)(T). 此 子 域 包含 下 ,S, 芽 ,从 而 它 包 含 了 E 
中 由 天 USUT 生 成 的 子 域 F(SUT). 
关键 是 要 证 明 F(S)(T)SF(SUT). 
证 明 因为 SESUT, 玫 
F(S)EF(SUT). 
这 说 明 F(S) 是 FF(SUT) 的 子 域 , 且 TCF(SUT), 从 而 
F(S)UTEF(SUT). ， 
而 F(S)(T) 是 五 中 包含 FLS)UT 的 所 有 子 域 之 交集 ,从 而 


F(S)(T}EF(SUT). 
这 表明 . 
F(SUT)=F(S)(T). 1 
推论 设 玉 是 域 F 的 一 个 扩张 威 ,a;,…,a, EE. 那 么 
‘Flatsaas, a )= F(ar)(a2)" (a0, ). 1 


例题 2 设 下 是 个 域 .给 出 正中 由 元 素 al ,az，…av 生成 的 
子 域 S 的 元 素 表达 形式 . : 
解 设 P 是 F 的 素 域 ,那么 ,由 是 $ 的 子 域 ,S 可 以 看 成 是 忆 
添加 ai ,as,…,a。 而 得 , 即 
S= PKai aaay)- 
由 第 五 章 $4 知 P[ai ,az,…,av] 是 到 的 子 环 ， 
P[a ae]=j Fairas)| (zs)EP[ztezs]j， 
所 以 ,P[aj,…,a, 的 分 式 域 
Dlarsesas) = flar, ,a )g (ats ,a ) | 
fgEP[zx1, za], glarss an )A0}, 
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必 包 含 在 每 个 会 0 ,…, 4 的 子 城中 , 它 就 是 由 4a1,…,ar 在 于 中 


生成 的 子 域 , 即 
Dlaissas) = P(ar, ,dn), 1 
习题 一 
1， 仿照 命题 ! 证 明 中 的 方法 , 设 下 是 个 域 ,EF 是 让 的 一 个 扩 域 ,a € 
EE, 规 定 
pf (za), 
出 得 F[z] 到 到 的-- 个 环 同 态 . 在 下 列 博 形 , 求 出 Ker(q) 的 生成 元 (因为 
下 [z] 是 主 理想 环 , 核 Ker( e) 是 F[x] 的 理想 ,从 而 必 由 某 多 硕 式 生成 ). 
(a) F=Q, E=0, | 
(b} F=Q, E=Q, 
(0) F=Q, ER, 
(dD) F=R, E=C, w=i; 
(0) FR, E=C, a= -i 加 
2， 设 下 是 域 玉 的 扩 城 ,a€ 下 .那么 ,所 和 a 准 玉 中 生成 的 平 环 FLaY 
等 于 下 和 4 在 妃 中 生成 的 子 域 Fa ) 的 充分 必要 案 任 是 a 为 上 的 代数 元 
3， 证 明 :Q(V2, 汉 ) 是 @Q 的 单纯 扩张 . 


a 


8$2 有 限 扩 张 


比 单纯 代数 扩张 咯 复 杂 , 本 节 将 讨论 域 的 有 限 扩张 . 

熟悉 一 般 域 上 向 量 空间 理论 的 读者 会 发 现 , 这 里 给 出 的 某 些 
新 概念 与 向 量 空间 理论 中 一 些 重 要 概念 是 一 致 的 . 

为 了 不 加 重 那些 没 接触 过 一 般 域 上 线性 代数 学 的 读者 的 额外 
负担 ,也 使 本 书 能 自 成 系统 ,不 节 外 生 枝 , 我 们 还 是 不 采取 内 外 书 
引用 概念 的 办 法 . 

定义 1 设 下 是 域 F 的 扩张 域 .说 忆 中 元 素 w, ,zi,…,u, 是 
在 下 上 线性 相关 的 ,如果 有 a1,az,… ,us EF 下 使 得 
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(1) ayaa…yes 不 全 为 0; 
(2) erarteaaazd 人 二 dtn 二 人 
如 果 zu ,42，… ,4 在 玉 上 不 是 线性 相关 的 , 则 说 它们 是 在 下 
上 线性 无 关 的 . 
例如 ,实数 域 民 中 的 1,2+V5 和 2~vY5 在 有 理 数 域 Q 上 是 线 
性 相关 的 .我 们 取 ai=1[4， =1M4，as = 一 1, 它 们 不 全 为 0, 但 
-114+ 村 (24y5)+ 才 (2-V5)=0. 
命题 1 设 下 是 域 民 的 一 个 扩张 域 . 如 果 a 所 下 是 五 土 的 代 
数 元 ,那么 必 有 一 个 正 整数 使 得 FE 中 元 
ea 
在 下 上 线性 相关 .反之 亦 然 . 
证 明 ”如果 a 是 玉 上 的 代数 元 ,那么 必 有 下 上 的 非 零 多 项 式 
f(r)=aot arrtetar", a,A0 
使 得 f(a)=0, 也 就 是 
Qo'l+aataa t+"+aa” =0, 
且 a, 隆 0. 这 说 明 1,4,…,a" 在 F 上 是 线性 相关 的 . 
反之 ,车 有 正 整数 使 得 1,4,…,a" 在 F 上 线性 相关 , 即 有 
不 全 为 0 的 ao,a,,…,a,€ 下 使 得 
ao' ltaat +aa" =0. 
那么 ,FLz)=ao+az+…+arn 就 是 上 非 零 多 项 式 ,而 县 
goltalat"+taa" = /f(a}=0; 1 
为 了 应 用 方便 ,我 们 对 “不 是 线性 相关 ”的 意思 解释 一 下 . 
中 元 察 w，，,…,w 在 玉 上 线性 相关 是 说 ;它们 的 关系 不 一 
般 ,能 找到 忆 中 = 个 元 素 al ,az，…,a 使 得 以 下 两 件 事 同时 成 
立 : 
(1) .alyai av 不 全 为 0， 
(2) at + +t a =0. 
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那么 ,车 称 ut ta，…t 是 线性 无 关 的 , 即 指 ii ya 
不 是 线性 相关 的 ,就 是 说 ,对 于 wi ;za2,…sw, 找 不 到 下 中 个 元 
素 , 能 同时 满足 条 件 (1) 和 条 件 (2). 换言之 ,你 任意 取 下 中 个 元 
素 41,…,a, 都 不 能 同时 满足 (1) 和 (2), 又 等 价 于 说 , 任 取 下 中 的 
4 个 元 素 41,…,a, 只 要 它 满足 (1) 就 一 定 不 满足 (2), 要 满足 条 件 
(2) 则 必 破 坏 条 件 (1)、 

因此 , 称 a ,ws,…, a 足 在 上 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 ,对 任 
意 caa，…a。 如 果 (2) 成 立 , 即 

ael+ecarz+ 二 antn 一 个 ， 

则 ( 昌 必 不 成 立 , 即 al ,…，a, 必然 全 为 0. 

这 里 要 特别 提醒 第 一 次 接触 这 类 概念 的 读者 ,所 谓 条 件 (1) 不 
成 立 ,是 说 不 能 “不 全 为 0" ,也 就 是 必须 全 都 为 0. 

但 是 所 说 条 件 (1) 和 条 件 (2) 不 能 同时 成 立 , 绝 不 是 说 ,在 
aaai…yavE 下 使 

1 arraz es 全 为 0， 

2 ut tau,=0. 
这 种 否定 办 法 不 对 , 因为 用 上 述说 法 套 在 任何 » 个 元 素 ，…, 
上 都 是 对 的 , 故 这 种 说 法 豪 无 意义 、 

命题 2 设 玉 是 域 F 的 一 个 扩张 域 .元 素 a EF 是 F 上 的 超 
越 元 , 当 且 仅 当 , 对 任意 正 整数 #4, EE 中 元 1,4a,…,a’ ,在 玉 上 都 
是 线性 无 关 的 . 

分 析 这 实际 上 是 把 命题 1 的 条 件 和 结论 对 换 成 否定 形式 ， 
由 于 命题 1 给 的 是 充分 必要 条 件 , 所 以 命题 2 自然 是 对 的 .但 是 为 
了 培养 能 力 ,我 们 还 是 给 出 直接 证 明 . 

证 明 如 果 a 是 已 上 的 超越 元 ,那么 ,对 任意 +1 个 不 全 为 
0 的 a0,a1,…,a, 必 有 

ao’l+taia t+ aa’ 0, 


因为 a 不 满足 非 零 多 项 式 
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fr)=aol dar titan . 

这 说 明 ao,a1,…,as 满足 定义 1 中 条 件 (1) 时 必 不 满足 (2), 所 

以 ,1,a,"…,a" 在 已 上 线性 无 关 . 
反之 , 若 ,对 任意 ” ,元素 1,a,…,a" 在 F 上 都 是 线性 无 关 

的 .那么 ,只 昌 ao arEF 不 全 为 0 (也 就 是 

CD) 

不 为 零 多 项 式 ) , 则 ao'1f ceie + + aa" 天 0. 从 而 

fla)=agl taa tet a #0. 

也 就 是 说 ,a 是 下 上 的 超越 75. | 
例题 1 实数 域 R 中 的 数 /5.5 在 有 理 数 域 Q 上 线性 无 关 : 
证 明 ”用 反 证 法 .车 ,5.5 在 Q 上 线性 相关 , 则 必 有 >,sEQ， 

它们 不 全 为 0 , 且 


rv2tsw5=0. 
若 r 夫 0, 将 上 式 两 端 乘 ,5 ,得 
rvld+t+s=0, v10=- sr, 
牙 盾 .同样 ,s 关 0 时 也 导出 矛盾 . 1 
定义 2 设 扎 是 城下 的 扩张 域 . 对 于 忆 中 元 wz sa ,如 
果 有 a,…,a, EF 使 
. valu tt an, 
则 说 v 县 xi ,az，… an 的 - -个 线性 组 合 . 
设 wi ,ua,…* ,us 是 已 中 元 素 , 如 果 
(1)、wrytt2，… ,un 是 线性 无 关 的 ; 
(2) 任意 wvEE, vw 必然 是 ul ,ws,… ,us 的 一 个 线性 组 合 
则 说 zi zip 是 玉 在 F 上 的 一 个 基底 . 
例题 2 设 下 是 个 城 , p(x) 是 下 上 的 n 次 不 可 约 多 项 式 ， 
=FJz](p(x)). 那 么 ,EE 中 元 
tipi ri Cpl sr BC) (x) 
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是 巨 在 已 上 的 一 个 基底 ， 
证 明 第 五 章 8$4 之 命题 6 证 明了 ,三 的 每 个 元 素 u 均 可 唯 
一 的 表 为 
v=cotcrt ter +(p(r)) 
形式 . 也 就 是 
v=coll t+( pO rete, re" + p(xr))), 
即 中 元 部 是 ( * ) 元 的 线性 组 合 . 
另 一 方面 ,如 果 ao,…,as-1 EF 使 
aoll+ (pr te ta, re tple)))=(p(r)), 
即 
fatarrttariz 'E(p(r)), 
这 说 明 次 数 个 超过 n 一 1 的 多 项 式 f(z) 一 定 能 被 n 次 不 可 约 多 
项 式 p(x) 整 除 , f(x) 只 能 是 党 多 项 式 , 于 是 , 必 有 
Qa=at= "=a,1=0, 
即 ( * ) 是 线性 无 关 的 .从 而 , 它 是 玉 在 下 上 的 一 个 基底 . 1 
例题 3 设 巨 是 域 玉 的 一 个 扩张 域 ,aE 二 是 下 上 的 超越 元 ， 
那么 ,F(a) 在 下 上 没有 任何 有 限 个 元 素 能 成 为 它 的 一 个 基底 . 
证 明 F(a) 的 元 素 必 形 如 
fla)g(a) !', gla)#0, 
其 中 f(x),g(lz) 是 下 上 多 项 式 . 
任 取 下 (a) 的 元 素 
f(a)gla)', , f(a)gla)!, {*) 
设 多 项 式 gt(r)ga(z) An(z) 的 次 数 为 m ,而 多 项 式 
Fix zr) et), g(r)gs le) fr) 
次 数 最 高 者 为 1. 那么 ,选取 一 个 +: 次 多 项 式 f(24), 只 要 1 >0， 
训 +t 之 二 则 f(a) 必然 不 是 (* ?元素 的 线性 组 合 . 若 不 然 , 设 有 
aa2yvsetxE 开 使 
fa)=afitadgla) Titafla)g(a) 上 
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则 
Ce)gi(a) Bo(a)=atn(a)gs(e) ga) te 
tagila) g(a) f(a), 
从 而 ,a 满足 一 个 次 数 大 于 0 的 多 项 式 
fg gr) a fr g(r) g(r) argi (7) h(x), 
了 矛盾. 1 
命题 3 设 巨 是 域 民 的 扩张 域 , ex 是 EE 在 F 上 的 一 
个 基底 ,vw ,…, mw 也 是 三 在 R 上 的 一 个 基底 .那么 ,六 三 刀 - 
证 明 若 闫 关 m ,不 妨 设 mm 之 ,由 于 ti,…sun 是 基底 ， 
5, 必 是 它们 的 线 狂 组 合 , 设 


wa mtn 
wa = da 十 十 加 2 
2 1 2 9 (1) 
Vs = dA tt mt 
同 理 ,wu ,… ,wu 又 应 都 是 ，…w 的 线性 组 合 
Wi buv tt hw, 
wu2 = ba vl t+ Barvn 
(2) 


Um = On UL tt Bnd 
把 (1) 代 人 (2) 的 第 一 个 式 子 , 得 
ul = bila 十 十 mi》 
+ bal(anur t+ a2ntun) 
二 


+ bin (an 十 六 十 Gan 
= ST + 十 (Doran) 


从 而 
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(1 一 Toa) tt (Toa )u, = 0. 
而 usa 线性 无 关 , 所 以 上 
™ Boer = 上， D1 an = 0, Dhar =0. 
把 (1) 分 别 代入 (2) 的 第 二 个 式 子 …… 就 得 到 


x 0340 0, aa = 1，…，2poam = 0, 
4 


Dhan =0, A Pte =0, 7) pa = 1. 
这 就 是 说 ， 域 下 开 的 中 文 加 阶 矩 阵 

[ou bn bs 0 

jo ba 1 bo 0 0 


B= : 
Bal bn? bo, 0 0 
、 all a 人 lm 
A= la a a 
0 0 0 


0 0 0 
的 乘积 BA 是 m x m 阶 单位 矩阵 、 


但 是 , 取 下 上 m x m 阶 矩 阵 
0 0 1 0 


则 显然 有 CB = 0. 导 至 
= C= C(BA)= (CB)A = 0A =0, 
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闻 慎 .所 以 ,mm = 半 . 1 
定义 3 设 巨 是 域 下 的 扩张 域 .如 果 王 在 民 上 有 基底 , 则 说 环 
是 下 的 一 个 有 限 扩 张 ,基底 所 含 元 素 的 个 数 (这 是 由 巨 和 下 唯一 确 
定 的 一 个 正 整数 ) 称 为 EE 在 上 上 的 扩张 次 数 , 记 为 [E : 下]. 
例如 ,复数 域 C 在 实数 城 R 上 ,元 素 1 和 i = VV 一 1 是 个 基底 ， 
从 而 I[C: R] = 2. 

例题 2 中 ,[E :Fl]] = n= deg(p(x)). 

例题 3 中 ,a 为 上 超越 元 ,F(a) 不 是 下 上 的 有 限 扩张 .这 种 
情形 有 时 记 为 [F(a) : F]= %. 

定理 1 设 玉 是 域 上 的 有 限 扩张 域 ,DD 是 域 E 的 有 限 扩张 域 . 
那么 ,D 必 为 下 的 有 限 扩张 ,而且 

[D: Fl=[D:E,[E:F]. 

证 明 设 [D:E]=m,[E:F]=n,w,w,… ,tw 是 DD 
在 巨 上 的 一 个 基底 ,而 v , ra ,…，,z 是 在 F 上 的 一 个 基底 .由 于 
五 位 忆 , 所 以 

HULU V2 Ua Ds Wm Un (3} 
都 是 了 中 元 素 . 现 断 言 ,上 记 mr 个 D 中 元 窜 好 是 品 在 F 上 的 一 个 
基底. 

对 任意 ay € GE = 1 ,mj 二 1,2,…,n), 如 果 


3 a (wy) = 0, (4) 


那么 ,每 个 局 oi = 1.2， mn) 都 是 巨 中 元 素 , 把 它们 分 别 记 
为 。, 则 (4) 式 变 成 
Be =0, 0 EE,i= 1,2,,m. 
但 是 xi ,sa 是 万 在 忆 上 的 基 广 ,它们 在 上 线性 无 关 , 从 而 
vev 全 都 为 0, 即 得 到 
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De w=0, i=1,2, 
注意 这 六 个 等 式 ， 每 一 个 都 是 巨 在 已 上 的 基底 w ,…,v, 的 线 
性 组 合 等 于 0, 从 而 


1 “= am = 小 


= a = 0 


a = 本 
即 (3) 这 组 向 量 在 二 上 线性 无 关 . 
进一步 , 任 取 吕 中 元 累 b. 由 于 ,… .ww 是 D 在 巨 十 的 基底 ， 
6 必 为 它们 的 一 个 线性 组 合 , 即 有 a,，…,an 使 得 
b= ut dt tt amtn. (5) 
但 是 ,wa 是 EF 在 广 上 的 个 基底 ,从 而 每 个 a 都 是 它 
们 前 一 个 线性 组 合 , 即 有 a，& 下 使 得 


d= S Ds dm (6) 
把 (6) 式 代 到 (5) 中 去 :得 


DD 


人 
这 说 明 D 的 每 一 个 元 素 都 是 元 素 组 (3) 的 一 个 线性 组 全 .从 而 (3) 
是 号 在 上 的 一 个 基底 .而 且 

[D:FI= my =iD:EIE:F]. 1 
命题 4 设 EE 吓 FF 的 :个 

扩张 域 , 瑟 中 元 wl,…,u, 在 下 
上 线性 无 关 ,vw 是 ze 的 时 次 E 区 次 
一 个 线性 组 合 

aa tou te ta a EF, 


(7) 


b= 


了 吹 


图 7-1 
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么 ,这 种 表 法 是 唯一 的 . 
证 明 假设 还 有 请 ，… 入 所 下 使 

w= Du thauz 十 二 和 (8) 
那么 ,将 (7), (8) 两 式 相 减 ,得 
Ca bu te t (a, b,)u, =0. 
由 于 ws 线性 无 关 , 故 必 布 
Ci 一 页 一 
即 co 三 六 ，…，anw = b,. I 
命题 5 设 玉 是 FF 的 一 个 有 限 扩张 ,wi,…, ws 是 巨 在 F 上 
的 -个 基底 . 如 果 表示 
va ta ttau, arEF (9) 
h,a; 才 0, 则 ,wa ,wo 也 是 正在 F 上 的 一 个 基底 . 
证 明 首先 ,用 于 al 头 0, 故 


一 


中 


ut=ar va a)u (a a du, 

即 zi ,是 vw;,…,u, 的 线性 组 合 . 

因为 wi ,ua at 是 个 基底 ,E 中 每 个 元 均 可 是 它们 的 线性 
组 合 , 而 ui 又 是 wxz，…an 的 线性 组 合 , 故 巨 之 每 个 元 素 均 为 
myuai…y an 的 一 个 线性 组 会 . 

如 果 m, ws，…, uw， 线性 相关 , 即 有 不 全 为 0 的 61, 6;，…， 
如 入 下 ,使 得 

Bvt bt t+ Baten = 0. 《10) 
当 6, 二 0 于 ,5;,…,6, 不 全 为 0, (10) 式 意味 着 wu:，…, us 线性 相 
关 , 矛 盾 . 当 51 关 0 时 ,有 
v= Bib) tt bb, us 
得 到 等 式 与 (9) 式 不 同 ,(9) 中 ai 天 0. 但 命题 4 已 证 明了 表 法 唯一 
性 ,又 得 一 矛盾 . 
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所 以 ,ezeay…，a 还 是 线性 无 关 的 ,从 而 它们 是 已 在 上 的 
一 个 基底 . 1 
命题 6 设 下 是 域 广 的 一 个 有 限 扩张 域 .wi ,zz，…atm 是 五 
在 F 上 的 一 个 基底 ,vw ，…:w 是 互 中 下 个 在 下 上 线性 无关 的 元 
素 , 那 么 ,可 将 ul via ,sun 将 除 个 , 犁 下 坟 ,,…,u ,使 
CUI We 
是 五 在 下 上 的 一 个 基底 . 
证 明 由 于 vw,…, vi 线性 无 关 , 故 v1 去 0， 
DiI= alti+ ent dEF, 
其 中 之 诸 a, 至 少 有 1 个 不 为 0, 比 方 说 ai 拓 0. 那 么 ,由 命题 5, 知 
zi ,aaa 为 五 的 一 个 基底 . 
这 样 ,vs 必 为 v1 ,4,，…, 的 线性 组 合 ， 
va= bv t bu tt buss 
且 5，，,…,5, 至 少 有 一 个 不 为 0. 否则 出 现 
w=bv, -vthiv-0 
与 v1 ,…,w 线性 无 关 之 假 定 相 矛盾 .不 妨 设 6 天 0. 于 是 ,由 命题 
5, 知 01 v2,43，… ,un 为 瑟 的 一 个 基底 . 


人 


一 直 做 下 去 , 即 得 所 要 结论 . 1 
推论 设 忆 是 F 的 有 限 扩张 ,[ 瑟 :F]- .那么 ,E 中 任意 
= +1 个 元 素 全 线性 相关 1 


定理 2 设 忆 ,已 ,F 都 是 域 ,FSESD, 且 万 是 F 的 有 限 扩 
张 .由 EE 是 五 的 有 限 扩 张 ,而 且 [E:F]I[D:F]. 

证 上 明 在 取 wv,€E, vi 隆 0, 那 么 ww 一 个 元 素 在 下 上 是 线性 
无 关 的 .如 果 任 取 vE 玉 ,wv ,vi 都 是 线性 相关 的 , 即 有 ea,5E 下 ， 
aa 五 不 全 为 0, 且 

av+ Bot=0. 
则 a 径 0, 否 则 Bu, =0, 5 隆 0, 了 矛盾 .从 而 有 
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v= (a hb)v, 
即 每 个 v 都 是 vi 的 线性 组 合 ， 

vi 部 是 五 在 忆 上 的 一 个 基底 ， 

如 果 有 wzE 三, 使 v1 ,va 线性 无 关 . 再 来 看 是 否 每 个 EE 
都 使 得 v, ol, zz 都 线性 相关 .是 , 则 v1 ,vw 为 基底 . 否 , 则 有 wv， 
za ,vs 线性 无 关 ……. 

由 于 万 在 已 上 至 多 有 ， 个 元 案 线 性 无 关 , 此 事 不 能 无 止 无 
休 . 必 止 于 某 步 , 即 有 vi，… zw 成 为 EE 在 F 上 的 一 个 基底 . 

同样 的 方法 施 之 于 焉 的 扩张 DD, 如果 wi ,ws，…,wi 是 口 在 EE 
上 的 线性 无 关 的 元 素 ,那么 


HID UH Um UL Ue 
必然 是 D 在 玉 上 的 线性 无 关 元 素 , 必 有 im 志 1, 从 而 1 不 能 无 限 
地 增 大 下 去 . 
最 后 ,得 

ts ae (11) 
是 口 在 E 上 线性 无 关 的 , 且 任 意 wu€E DD 均 使 

下 
线性 相关 (从 而 w 必 为 zi ，… ;au 的 线性 组 合 ). 此 时 ,(11) 即 为 也 
在 E 上 的 一 个 基底 ,由 定理 1 知 tm = 1 


命题 7 设 已 是 域 F 的 扩张 域 ,a,bEE 是 F 上 的 代数 元 ,其 
极 小 多 项 式 分 别 是 m 次 和 n 次 的 .那么 下 (a ,5) 也 是 五 上 的 有 限 
扩张 , 且 

[F(a,b):F]Smn. 
证 明 由 $1 之 定理 2 的 推论 知 
F(a)(B)= F(a,6b). 
再 指定 理 1, 知 下 (a,5) 是 下 上 的 有 限 扩张 , 且 
[Fla,b):F]=[F(a)(b) :F(a) F(a):F]. 
注意 $1 之 例题 2, [F(a):F]= m. 同 时 ,车 
406 


BT)=aotarttar, a EF 
是 6 在 F 上 的 极 小 多 项 式 ,那么 g(6)=0. 而 g(x) 当然 也 是 域 
F(a) 上 的 多 项 式 ,g(5)=0 即 意味 着 5 在 F(a) 上 的 极 小 多 项 式 
户 ( 工 ) 必 然 整除 g(x). 设 deg p(x)=zt, 则 
[F(a,b):F]=[FCa)(6): F(a) F(a):F]= mn. 
它 当 然 不 大 于 vn. 1 
命题 7 可 解释 为 如 下 图 式 . 


F F(a)(b) 
3 t 汞 
Fla) 
图 7~2 
例题 4 计算 [QW2+Y3):Q]. 
解法 1 显然 ,QVM2+V3)SQCW2Z)W3). 又 4Z.V3 分 别 只 如 
-2, 心 一 3 为 其 在 有 理 数 域 上 的 极 小 多 项 式 , 故 
[QW2):Q]=2,， [QW3):Q1=2. 
出 命题 7 可知 
[QW2+Y3):Q]<[QW2) YW3): QS2x2=4. 
从 而 /2+Y3 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 次 数 要 整除 4, 只 能 是 2 或 4 次 . 
考 有 2 次 多 项 式 为 /7+Y3 的 一 个 极 小 多 项 式 , 则 必 有 有 理 数 
asb,t 使 
a(WZ1Y3) + bY2+Y3) +c=0, aK0. (11) 


从 而 
2at3a t+2aY6 thbY2+hbY3+c=0. (12) 
两 端 同 乘 V2 ,得 
25+(Sae+c)v2+4av3+6V6=0. (13) 


将 (13) 乘 2a 减 去 (12) 乘 5 ,得 
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4ab ~ bl(Satc)+(2a(Sa te) -Vat(8a -bY3=0, 
{14) 
— (8ar— PY3=4ab -blSat+c)+ [2a(Sa+c)— 6 V2. 
将 上 式 两 端 再 平方 ,其 余 各 项 均 为 有 理 数 . 故 /3 前 的 系数 必 为 0， 
即 


2a(5c+c) -=0. 《15) 
再 看 (14) 式 ,8a? 6? 必 为 0, 否则 3 为 有 理 数 ,矛盾 .再 进一步 ， 
更 可 得 到 ( 仍 由 (14))， 
4ab — bl5a+c)=0. (16) 
将 (15) 乘 加 到 (16) 乘 2a 上 ,得 
Bua’b—b =(8a— 6)b=0. 
车 5=0, 由 (11) 立 即 推出 4=c=0, 矛 盾 . 
车 8a? -6b*=0, 而 a 和 5 都 是 有 理 数 , 亦 为 矛盾 . 
所 以 W2+VY3 在 只 上 的 极 小 多 项 式 必 然 是 4 次 的 ， 
[QWZ2+Y3):Q]=4. 
解法 2 一 方面 ,显然 有 Q(W2 +V3)SQCI,V3). 另 一 方面 ， 
在 实数 域 中 ,有 
3-2= WW3+Y2) EQW3+Y2). 
所 以 
V3 43 -D+ YI)EQY3 +t). 


同 理 Y2EQ(W2+Y3). 所 以 ， 
QQ5+V3)= QW2W3). 


看 V3 在 QCV23) 上 的 极 小 多 项 式 . 现 断言 43 不 是 Q(Y2) 中 元 
素 . 否 则 , 设 有 有 理 数 *,* 使 


Y3= rya+t S， 
两 端 平方 得 3+2r? 十 s*=2rY2, 必 有 r=0, 进 而 s=Y3, 刘 盾 . 
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由 于 /3 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 2 次 的 , 它 在 QW2) 上 极 小 多 项 
式 只 能 是 2 次 的 ,所 以 
[QW2+Y3):Q]=[Q(W2) 3):QW2)] 
[QW2):Q]=2x2=4. 
解法 1 证明 1,V2,Y3,W6 在 Q 上 线性 无 关 这 一 事实 比较 费 
. I 
例题 5 设 下 是 个 域 ,F(x) 和 g(x) 都 是 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
deg(fF{x))=m, deg(g(x))=n. 
下 为 下 的 扩张 域 ,aE 下, g(a)=0. 证 明 ; 当 m,n 互 紊 时 ,了 (zx) 
必然 在 域 (a) 上 也 是 不 可 约 多 项 式 . 
证 明 作 域 F 的 单纯 代数 扩张 下 (5) ,使 得 6 满足 FF 上 多 项 
式 灰 z)， 
由 $i 定理 2 的 推论 知 
下 (ae ,0)=F(w)KO) = 下 (5)(e)- 
再 由 命题 7 知 , 当 [F(a):F]=deg(g(z))= 了 时， 
[F(a)tb):F]= mnm. 
同 理 , 由 于 [F(5):F]=deg(f(z))=m, 故 
[FOB) (Ca):F]= ms<mn. 
于 是 ,由 nt= ms 知 n|(ms). 另 一 方面 ,m,n 互 素 , 必 有 整数 
上 ,Li 使 


Tm 


mk+nl=1, 
smk + snl = s, 
ntRt+ snl=s, 
这 导致 nis. 而 ;所 nn ,从 而 必 有 s=n. 
这 说 明 [F(a,6):F]=[F(a)(6): F(a) [F(a):F]= ma. 
所 以 ,FCa)(5) 在 Fla) 上 是 mx 次 扩张 . 
再 进一步 ,又 说 明 b 满足 F(a) 上 m 次 不 可 约 多 项 式 , 可 设 为 
plzr). 
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由 于 f(x) 也 是 F(a) 上 和 多项式, 且 f(4)=0, 而 p(x) 是 6 在 
F(a》 上 的 极 小 多 项 式 , 故 
plz)if(r), 
且 p(x) 与 f(z) 次 数 相同 ,它们 必然 是 相伴 的 .所 以 , f(z) 在 
F(a) 上 也 是 不 可 约 的 . I 
下 而 的 例题 可 以 帮助 读者 复习 一 些 概 念 . 
例题 6 设 斑 是 个 有 8 个 元 素 的 域 ,讨论 下 的 结构 . 
解 8=2 ,下 的 索 域 ( 极 小 域 ) 只 能 合 2 个 元素 (下 的 特征 数 
作为 2). 
了 P= 10',1'|j} 是 下 的 素 域 ,在 同 构 的 观点 下 可 以 认为 
P=E. 
由 丁 下 是 有 限 的 , 下 必 为 域 P 的 有 限 扩张 . 任 取 a€F 下 ， 
4 区 PP, 则 a 必 为 P 上 的 代数 元 . 设 f(z)EL[z] 是 a 在 I 上 的 极 
小 多 项 式 . 
因为 I(a) 是 下 的 于 域 ,所 以 (a) 也 是 的 有 限 扩张 . 且 
[h(a) :EJI[F:E]=3. (*) 
这 里 让 我 们 解释 一 下 是 怎样 知道 [F:E] 等 于 3 的 .事实 上 ， 
[LF:E 3] 有限, 如果 x ,…,w€ 下 是 下 在 上 的 基底 , 则 
F= 1am tt ou lo EE}, 
对 于 下 中 的 一 个 元 素 ,al,…,a, 是 唯一 确定 的 ( 表 法 唯一 所 致 )， 
而 a; EEL 只 有 两 个 可 能 ,所 以 下 有 2" 个 不 同 的 元 素 . 但 已 知 
2” =8, 故 推 知 m= 3. 
由 于 a€I,(* ) 意 味 着 [IL(a):b]=3, 也 就 是 说 (a) 在 世 
上 的 次 数 为 3, 而 这 个 次 数 又 等 于 a 在 I 上 的 极 小 多 项 式 F(z) 
的 次 数 . 
I 上 的 3 次 多 项 式 只 有 
ES z+x+t1, 
Ee 十， 
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22 二 二 + 2 

3 十 过 2 十 1 ， +i, 
其 中 只 有 xz?+x+1 "和 xz? +x?+1' 既 不 以 0 也 不 以 1' 为 根 ， 
它们 不 能 被 1 次 多 项 式 整除 ,从 而 是 I 上 不 可 约 多 项 式 ， 

车 a 的 极 小 多 项 式 f(+) 一 x? + x?+1, 那 么 

e+a+l=0. 
从 而 有 (注意 ,特征 数 为 2,a + a=0°) 
{a taltatl)+(at+1 )+1° =0, 
也 就 是 a+1" 满足 不 可 约 多 项 式 za+ x+1. 而 耳 (a + 让 也 等 于 
下 .可 以 把 a 为 生成 元 的 一 切 讨论 结果 都 移 到 以 a + 为 生成 元 
的 情形 . 

所 以 ,现在 可 设 直 接 假定 a 满足 不 可 约 多 项 式 f(x)= za + 工 
+1" .于 是 知道 下 的 8 个 元 素 是 0' ,1 ,aa+l' az as 二 1，a2 
+at+1,a +a, 其 中 a 满足 a?+ a?+1* =0*( 即 a?=a?+1'). 

域 下 有 8 个 元 素 ,那么 下 ~ 10' | 是 个 了 元 乘法 群 ,7 是 素数 ， 
下 - 40" 上} 是 个 循环 群 ,而 且 除 恒 等 元 外 都 是 生成 元 .计算 之 ,得 

aa a =atl’, at=a*t+a, 
as=attatl’, al=ai+1’”, a’=1’. 

这 样 ,下 的 乘法 表 就 十 分 清楚 了 . 

至 于 下 的 加 法 ,注意 到 其 特征 数 为 2, 也 就 一 下 子 都 可 以 写 出 
来 了 . | 


习题 二 


1， 证 明 :Q(Y2 ,由 是 昌 的 单纯 扩张 ,又 是 Q 的 有 限 扩 张 并 给 出 Q(Y3,) 
在 Q 上 的 一 组 基底 . 
2.， 设 KK 是 域 下 的 一 个 有 限 扩 张 城 ,[K:F]= 思 ,其 中 是 个 豪 数 . 那 
么 并 必 为 F 的 一 个 单纯 扩张 . 
3. 设 KK 是 域 下 的 一 个 有 限 扩张 域 ,[K:F]=#, 而 f(x) 是 下 上 的 不 
可 的 多 项 式 ,deg( (x)) = m. 如 果 m 和 互 案 , 那 么 作为 上 多 项 式 的 
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F(x) 在 K 中 没有 根 . 
4， 求 Q(V2+V5) 在 Q 上 的 扩张 次 数 [Q(V 2+Y3):Q]. 


$3 代数 扩张 


比 有 限 扩张 更 广泛 一 些 , 本 节 讨论 域 的 代数 扩张 . 

定义 1 设 忆 是 域 FF 的 一 个 扩张 域 .如 果 任 意 aE€ 巨 都 是 下 
上 代数 元 , 则 说 EE 是 下 的 一 个 代数 扩张 域 或 代数 扩张 . 

例 1 复数 域 C 是 实数 域 R 的 一 个 代数 扩张 .因为 ,对 任意 
4EC, 如 果 aER, 那 么 它 满足 R 上 多 项 式 

xz-a, 
a 当然 为 F 上 代数 元 ;如 果 aEC, a&R, 则 
a=b+tic, 6b, cER, c#0. 
它 满足 及 上 的 二 次 多 项 式 
一 22z +(b cz)， 

a 亦 为 下 上 的 代数 元 . 

例 2 实数 域 R 不 是 有 理 数 域 @ 的 代数 扩张 .人 们 已 经 证 明 
了 ,实数 <( 画 周 率 ),e( 自 然 对 数 底 ) 和 2 等 都 不 能 满足 任何 有 理 
多 项 式 . 

命题 1 如 果 玉 是 域 FF 的 有 限 扩张 ,那么 它 一 定 是 下 的 一 个 
代数 扩张 ， 

证 明 设 [EE:F]=w. 任 取 aE&€EE, 据 $2 命题 6 之 推论 ,下 
的 下 列 n+1I 个 元 素 


下 


1,a,a ya 
必然 在 下 上 线性 相关 , 即 有 不 全 为 0 的 数 ao,al，,…,a, EF 使 
aot aat+aa” =0 
也 就 是 a 满足 F 上 非 0 多 项 式 
fz)=a0tarrt' +t a. 
a 为 下 上 的 代数 元 . 
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至 此 ,很 容易 产生 这 样 的 疑问 ,代数 扩张 是 否 也 必 为 有 限 扩张 
， 呢 ?回答 是 否定 的 . 

命题 2 设 忆 是 域 下 的 一 个 扩张 域 .如 果 a,bEE 都 是 F 上 
的 代数 元 ,那么 a + 6,a 一 5,ab 部 是 下 上 代数 元 ; 当 5 关 0 时 ， 
上 6 一 也 是 域 下 上 的 代数 元 ， 

证 明 设 a,5EE 是 下 上 的 代数 元 .由 $2 命题 7 知 ， 
Fla,b) 也 是 下 上 的 有 限 扩张 ,再 由 命题 1 知 ,F(a,5) 是 下 上 的 
代数 扩张 .从 而 (a ,5 ) 的 每 个 元 素 都 是 下 上 代数 元 

由 于 a ,6 所 F(a ,5), 故 元 素 

atba~b,ahEFta,b), 
它们 都 是 玉 上 代数 元 . 当 5 天 0 时 ,ap JE F(a,5), 它 亦 为 FF 上 
之 代数 元 . l 
命题 3 设 扎 是 域 让 的 一 个 扩张 域 .那么 
G= la€Ela 是 FF 上 代数 元 } 
是 EE 的 一 个 子 域 ,G 是 下 的 一 个 代数 扩张 域 . 

证 明 内 为 FCG ,命题 3 就 是 命题 2 的 直接 推论 . 1 

例题 1 令 G= {aECla 是 QQ 上 代数 元 | .那么 ,G 不 是 Q 上 
的 有 限 扩张 . 

分 析 用 反 证 法 . 设 [G:Q]=. 我 们 只 要 能 找到 Q 上 一 个 不 
可 约 多 项 式 p(xz)， 

deg( plz))=r>t, 

由 代数 基本 定理 知道 必 有 aEC, 使 p(a)=0, 但 是 
Qte)SQ[z]AzD(Czr))， 
[Q(a):Q)=r>:=[6G:Q], 

同时 ,a 是 Q@ 上 代数 元 ,Q(z) 生 G ,此 为 矛盾 - 
证 明 设 [G:Q]=z. 取 一 素数 p>t+1. 看 整数 环 1 上 的 多 
项 式 
fr)=2 tp tp(p— rx tt+p(p— Drtp. 
如 果 它 是 可 约 的 , 士 1 不 计 , 它 必 可 写成 形 如 
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g(x)=1+toztto tr ‘+x, m<p-l, 
Rr)=ptort to rT ti, n<p~l 
的 两 个 多 项 式 之 积 , 否 则 首 系数 不 为 1 或 常数 项 不 为 素数 p. 
注意 对 名 ,…, 6,1, 不 妨 假 设 5,,…, 56,-; 能 被 p 整除 ,而 
ph,. 
比较 [(z)= g(x)#(x) 两 端 i 次 项 系数 , 右 端 g(r)h(zx) 之 
zz 前 系数 应 类 
bb +b, -1c +h-2c2 t+ pei, 
由 于 p15 1, 记 |5.-z,…, 所 以 ,pp 可 整除 上 式 右 端 除 b; 外 其 余 每 
项 ,从 而 phe. 
但 f(x) 之 x' 系数 能 被 p 整除 ,得 一 矛盾 ..F(z) 是 工 上 不 可 
约 多 项 式 ,从 而 必 为 QQ 上 不 可 约 多 项 式 、 
设 <EC. f(a)=0, 则 
[Q(a):Q]=p-1, 
LG:Q]>[Q(a):Q]=p-1>1, 
矛盾 - 1 
这 个 例题 告诉 我 们 ,代数 扩张 和 有 限 扩张 不 是 等 价 概念 .其 包 
含 关系 是 
单纯 代数 扩张 1< 1 有限 扩张 1< {代数 扩张 } 
定理 1 没 品 ,EE,F 都 是 域 ,而 且 玉 是 F 的 代数 扩张 ,D 是 EE 
的 代数 扩张 .那么 ,DD 也 是 的 代数 扩张 ， 
证 明 任 取 aE€D, 据 定义 ,有 非 零 多 项 式 bz)EEfz]， 
plr)=coterrtter", cEE, 
使 得 p(a)=0. 
由 于 co,ci，…csE 瑟 .已 是 下 的 代数 扩张 , 故 可 设 
[F(e):F]=m,, i=0,1,n. 
由 81 定 理 2 的 推论 和 82 定理 1, 知 
H=F(coscty ,ca) = F(co) (ee)(e,) 
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是 下 的 有 限 扩 张 ,次 数 不 大 于 momi… mn. 
再 由 
a€EH(a)= Fe, ,cs)(a), 
而 F(co,…,cs)(a) 也 是 下 的 有 限 扩张 ($2 定理 1), 进 而 它 是 下 
的 代数 扩张 ,a 为 F 上 的 代数 元 . i 
例题 2 设 吃 是 域 F 的 一 个 代数 扩张 域 ,R 是 DD 的 于 环 , 且 
FCRCD. 郑 么 ,R 必 为 DD 的 子 域 . 
证 法 1 对 任意 aER, 如 果 za 天 0, 且 a 区 下 ,由 于 a 是 下 上 
代数 元 , 必 有 已 上 不 可 约 多 项 式 
plr)}=aotairttar, 0， 天 > 
使 得 p(a)=0. 
终 ( 关 ) 不 可 的 蕴涵 着 ao 天 0, 否 则 必 有 
plz)=zx(a tarrt' ta '). 
于 是 ， 
一 ap (asa + +aa)=1, 
一 ao aa ++ai)a=1. 
这 说 明 
a =(-aole)a +…+( -artal)， 
而 RR 是 个 子 环 ,a ER, FCR, 故 
a =(-a0'a)a ++(-ao!a)ER, 
及 之 每 个 非 零 元 恒 有 逆 ,RR 为 域 . 
证 法 2 对 任意 aER, a 关 0, 内 于 a 是 玉 上 的 代数 元 ,F(a) 
是 下 上 的 单纯 代数 扩张 ,F(a ) 是 个 域 ,a 'E F(a). 从 而 有 ai， 
a 下午 
a l=artaat+ + aa !, 
显然 ,a ER. R 是 品 的 子 域 . 了 
例题 2 说 明 域 的 单纯 代数 扩张 有 限 扩张 和 代数 扩张 不 是 等 
价 概 念 .但 是 ,对 有 些 域 来 说 , 它 的 单纯 代数 扩张 和 有 限 扩张 是 一 
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图 事 .下 面 ,我 们 来 证 明 , 素 域 
DEC-IT) | ， 声 是 素数 

的 任意 有 限 扩张 域 , 必 为 其 上 的 单纯 代数 扩张 域 . 

域 只 含有 限 个 元 素 时 称 为 有 限 域 . 

命题 4 设 下 是 个 有 限 域 ,P 是 F 的 素 域 .那么 下 必 为 已 的 
有 限 扩张 . 设 [F:P]=, 则 下 的 元 数 怡 好 是 疡 ,其 中 轧 是 P 的 元 
数 . 

证 明 ”因为 F 的 元 数 有 限 , 它 只 能 有 有 上限 个 不 同 的 在 P 上 线 
性 无 关 的 元 素 组 . 设 己 上 线性 无 关 的 元 素 组 

U1 2 te 

在 各 线性 无 关 元 素 组 中 是 元 数 最 多 的 一 个 . 

此 时 , 任 取 vw 所 下 ,元 素 wz，…,aw 必然 是 在 已 上 线性 相关 
的 ,进而 名 必 为 u,，,… ,ws 的 一 个 线性 组 合 .这 说 明 , wj ,zw 就 
是 下 在 P 上 的 一 个 基底 .[F:P]=. 

由 于 下 中 的 元 素 但 可 唯一 地 表 为 

autasu ttamdss EF, 

而 al 有 个 不 同 的 选择 ,as 又 有 个 不 同 的 选择 , 故 有 如 个 不 
同 的 表达 式 ;也 就 是 说 ,已 惟有 z 个 元 素 ， . 1 

命题 5 任意 有 限 域 下 必 为 其 素 域 己 的 一 个 单纯 代数 扩张 . 

证 明 设 忆 有 p 个 元 素 ,p 必然 是 个 素数 .再 设 [ 下 :P]= 
则 下 有 yp" 个 元 素 . 

用 G 代表 F 的 非 零 元 的 集合 ,因为 F 是 个 域 ,G 在 F 的 乘法 
之 下 是 个 交换 群 . 且 1G1=g= 刀 一 工 

设 群 G 中 元 之 的 阶 数 最 大 为 z, 由 第 二 章 §5 之 定理 1 知 t)g. 

另 一 方面 , 设 a€ G, a 的 阶 数 为 ， 
a'=1. 


即 意味 善 ,a 满足 P 上 多 项 式 
于 一. 
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但 ,: 是 交换 群 G 中 元 束 的 最 大 阶 数 ,由 第 二 章 $5 之 命题 5 知 ,G 
的 任意 元 巨 的 阶 数 * 都 要 整除 +, 故 5 =1,6 =1. 

这 说明 G 之 每 个 元 都 满足 P 上 多 项 式 x' -1. 但 域 上 +t 次 多 
项 式 至 多 有 : 个 不 同 的 根 , 故 又 有 gq 所 +， 

所 以 ,gq=t, 而 tz 是 a 的 阶 数 

1,a, ,a 

是 两 两 不 同 的 上 个 元 素 ,它们 即 为 G 之 全 部 元 素 , G 是 由 a 生成 
的 循环 群 . 

上 下 是 由 P 和 a 生成 的 域 ,F= Pta), 玉 是 P 上 单纯 扩张 、 上 

例题 3 设 下 是 个 域 ,a 是 上 的 一 个 超越 元 .那么 , 域 F(a) 
中 的 元 素 


P=a’/(a +1) 
也 是 F 上 的 超越 元 ,但 域 F(a) 是 域 FC(8) 的 单纯 代数 扩张 ， 
证 明 和 如果 8 是 下 上 的 代数 元 , 则 必 有 下 上 多 项 式 /(xz)= 
auz" + + an 使 得 
f(B)=ap ttaBtoao=0, a0. 
从 而 有 


3 yn 3 
a. (#1) ttar (1) +o=0. 
两 端 同 乘 (e+ 1)" ,又 得 
as ttaa (at1)" +atat1)"=0, 
这 说 明 a 满足 一 个 下 上 的 3n 次 的 多 项 式 ,a 应 该 是 尺 上 的 代数 
元 , 蔬 秆 . 
再 证 元 素 a 在 域 FCB8) 上 ,由 于 
3 
«bh=e (th) =0, 
也 就 是 a 满足 F(8) 上 的 多 项 式 
g(x)= xr ~Br— 8, 
所 以 a 是 F(B) 的 代数 元 .a 在 F(B) 上 的 极 小 多 项 式 p(x) 要 整除 
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g( 工 ),P《z) 的 次 数 只 能 是 3 次 或 2 次 .所 以 [F(c):F(8)] 有 限 ， 
Fla) 的 每 个 元 素 都 是 F(B) 上 的 代数 元 . 外 
习题 三 

1、 设 EE,G,K 都 是 域 下 的 扩张 域 , 且 ESK，GS 屎 .证 明 : 如 景 刁 是 
下 的 代数 扩张 ,G 是 下 的 代数 扩张 ,那么 CUE 在 K 中 生成 的 子 域 L 也 是 下 
的 一 个 代数 扩张 . 

2. 设 有 限 域 的 特征 数 为 p. 证 明 : 

Java, EF 
是 下 的 一 个 自 同 构 映 射 .进而 说 明 , 对 任意 bEF 有 唯一 的 一 个 元 素 < EF 
使 得 
=6. 

3， 设 K 是 域 片 的 代数 扩张 ,G 是 多 的 扩张 域 ,a EG 是 K 上 的 代数 

元 .那么 ,e 必然 是 下 上 的 代数 元 、 


$4 代数 封闭 域 


设 斑 是 个 域 .我 们 已 经 看 到 ,下 上 的 一 个 单纯 代数 扩张 巨 = 
F(a) 和 五 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 密切 相连 .如 果 王 是 下 的 一 个 
真 的 扩张 , 即 < 冬 呈 ,那么 对 应 的 不 可 约 多 项 式 必 然 是 次 数 不 小 于 2. 

所 以 , 若 域 P 上 没有 次 数 不 小 于 2 的 不 可 约 多 项 式 , 那 么 ,下 
就 没有 真 的 单纯 代数 扩张 ,进而 也 就 没有 真 的 代数 扩张 . 

例如 ,复数 域 上 任意 一 个 次 数 大 于 等 于 2 的 多 项 式 都 可 以 分 
解 成 一 次 多 项 式 之 积 ,n 次 多 项 式 必 为 = 个 一 次 式 之 积 ,当然 是 可 
约 的 . 

定义 1 域 EE 称 为 是 代数 封闭 的 ,如 果 巨 没有 真 的 代数 扩 
张 .此 时 亦 说 是 个 代数 封闭 域 . 

所 说 EE 没有 真 的 代数 扩张 的 意思 是 ,如 果 域 K 是 五 的 代数 
扩张 ,那么 必 有 K=E. 

命题 1 域 巨 是 代数 封闭 域 的 充分 必要 条 件 是 E[z] 中 的 不 
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可 约 多 项 式 均 为 1 次 的 . 

证 明 如 果 EE 是 代数 封闭 的 ,p(z) 是 E[z ] 的 一 个 不 可 约 多 
项 式 ,那么 , 据 $ 1 命题 1, 我 们 可 做 玉 的 一 个 代数 扩张 E(4)， 
4 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 为 p(r). 若 deg p(xz)z1, 则 4 车 E, E(A4) 
是 巨 的 真 的 代数 扩张 ,矛盾 . 故 p(xzz) 的 次 数 为 1. 

反之 ,如 果 瑟 上 不 可 约 多 项 式 必 为 1 次 的 ,而 K 是 EE 的 代数 
扩张 , 痢 么 , 任 取 aE K, a 是 EE 上 代数 元 ,a 满足 五 上 一 不 可 约 
多 项 式 

eI1T~ es e161EE, eA0; 

即 e1a=es, a=el'esEE. 从 而 =E. 所 以 ,E 是 代数 闭 域 .9 

利用 “ 超 穷 集合 理论 ”中 的 Zormn 引 理 ,可 以 证 明 , 每 个 域 一 定 
有 一 个 扩张 域 ,该 扩 域 本 身 是 代数 封闭 的 . 

这 个 事实 是 很 有 用 的 ,是 很 多 代数 学 分 枝 中 都 要 经 常 使 用 的 . 
而 Zorn 引 理 更 不 仅 限于 在 代数 学 中 反复 使 用 , 它 也 是 几乎 所 有 抽 
象 数学 学 科 处 理 无 穷 集合 或 过 程 的 必用 工具 . 

有 兴趣 的 读者 可 以 在 一 些 并 不 高 深 的 “近世 代数 "教程 中 找到 
有 关内 容 .本 书 不 做 详细 介绍 .本 节 就 一 种 简单 情况 做 些 讨论 ,使 
读者 能 大 致知 道 解 决 这 问题 的 几 个 步骤 、 

定义 2 设 下 是 个 域 , f(z) 是 玉 上 的 一 个 n 次 多 项 式 .下 的 
扩张 域 E 称 为 是 了 (zx) 的 分 裂 域 ,如 果 

(1) f(z) 作 为 上 的 多 项 式 ( 困 为 SE) 可 以 分 解 为 一 次 
多 项 式 之 积 

f(z)=a(z-a) {zr-a), aEFE; 

(2) 对 于 任意 扩张 域 CG，FS GS 已 ,只 要 G 关 FE, 则 f(z) 
不 能 有 如 上 的 一 次 式 乘 积分 解 形式 . 

这 个 定义 中 ,下 上 的 多 项 式 有 时 看 作 是 马上 多 项 式 在 E[z] 
中 分 解 ,有 时 讨论 它 做 为 G 上 多 项 式 在 G[z] 中 分 解 .多 项 式 分 解 
在 不 同 域 上 可 达到 不 同 程度 ,我 们 必须 随时 注意 是 在 哪个 域 上 讨 
论 问题 . 
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例 1 实数 域 R 上 的 多 项 式 rz*+1 是 2 次 的 ,复数 域 C 是 
Zz: + 的 一 个 分 裂 域 ,因为 
(1) zxz2+1 视 为 复数 域 C 上 多 项 式 ,有 
x +1=(zt)(z-D, li,~iEC. 
(2) 著 还 有 R 的 扩 域 CE, RSCSC, 使 
z+1=(r~ g(r-h), ghEG, 
则 必 有 g + 下 =0, =1, 即 sg= 一 1 ,而 
gECEC, 
故 必 有 g = +i. 我 们 知道 ,iE G , 则 CEG , 故 知 C= G. 
C 为 zz+1 的 一 个 分 裂 域 . 
例题 1 有 理 数 域 Q 上 的 多 项 式 x?+1 亦 有 分 裂 域 ,但 复数 
域 C 不 是 有 理 数 域 Q 上 2 次 多 项 式 xz? +1 的 一 个 分 裂 域 . 
证 明 看 复数 域 C 的 子 域 Q(i). zx? +1 作为 Q(i) 上 的 多 项 式 
有 
+l=(z+Dz-D，1i-icGQD. 
而 QG) 是 C 的 真子 域 , 故 复数 域 C 不 是 有 理 数 域 Q 上 多 项 式 
Zz? ++1 的 分 裂 域 . 
进一步 ,如 果 有 Q(i) 的 子 域 G 汪 Q, 且 在 GG 上 zx?+1 可 分 解 
为 一 次 式 之 积 , 相 伴 不 论 ,可 设 
T2+1=(r-sl(z 一 Ah)》，gAEG， 
由 于 CEQ(i) ,此 等 式 也 是 Qti)[z] 上 的 分 解 ,但 
zt+l=(z-s)(z-h)=(z-D(z+D)，gAiEQ 
成 立 ,再 援引 分 解 唯一 性 ,立刻 可 得 到 
g= 圭 i， 内 = +i 
进而 ,由 &= + 可 推出 Q(i)SG. 
QGD 是 有 理 数 域 Q 上 多 项 式 zx? +1 的 一 个 分 解 域 . 1 
命题 2 设 下 是 个 域 , F(z) 是 下 上 n 次 多 项 式 ,EE 是 下 的 一 
个 扩张 域 .如 果 f(z) 作 为 玉 上 多 项 式 可 分 解 为 一 次 式 之 积 
flx)}=a(r a) (ra), a€EE, 
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那么 ,F(a1，,-…,a,) 就 是 下 上 多 项 式 /( 工 ) 的 一 个 分 弄 域 . 
证 明 由 于 
fz)=a(r a) (ra), a€EFE 
且 ats yay 世 F(a,…, a,), 上 分 解 式 乃 是 下 的 扩张 域 
F(al,…,an) 上 的 分 解 , 即 
flr)=alr a) (ra), a.EF(a, san). 
进 -一步 ,如 果 有 F(al,…,a,) 的 子 域 G 之 ,下 上 多 项 式 A(z) 作 
为 G 上 和 多项式 分 解 为 
fr)=atr-b) (rb), bEG, 
那么 , 它 同 时 又 可 以 看 成 是 让 (al,…,a,) 上 的 等 式 , 故 , 在 
Fa ay) 上 ,有 
好 ( 工 一 有 ) rb)=a(r- a (tr -a,), 
ci bE FCal an)》， 
据 分 解 唯一 性 ,调整 顺序 , 必 有 
B= a 有 = 
这 说 明 ,a1,… ,a EG,F(al ay) 夺 G ,导致 
G= F(a d,s a, ). 
域 F(al,…,a,) 是 下 上 和 多项式/(x) 的 一 个 分 展 城 . 1 
定理 1 对 任意 域 下 上 的 任意 多 项 式 FLzr) ,deg /(z) 实 1, 均 
有 五 的 扩张 域 氏 ,区 是 已 上 多 项 式 fz) 的 一 个 分 裂 域 . 
证 明 对 多 项 式 f(z) 的 次 数 用 数学 归纳 法 . 当 deg f(z)=1 
时 , 取 K= 下 即 可 ,因为 ALz) 在 下 上 就 已 经 是 一 次 式 了 . 
现 假定 任意 域 上 任意 次 数 小 于 n 的 多 项 式 均 有 分 裂 域 ,而 
f(z) 是 域 下 上 的 n 次 多 项 式 . 
设 plz)EF[zj] 蚌 f(x) 的 一 次 不 可 约 的 因 式 . 据 §$1 定 理 
1, 必 有 下 的 单纯 代数 扩张 (2)， 
FO)SFLz)(p(z)), 
24 满足 F 上 多 项 式 p(z). 从 而 在 F(A) 上 ， 
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pP(zr)=(z-a)z(r)，9(z)ERF(A)[z]. 
从 而 ,在 F(A) 上 ,有 
fr)={(r-A)gq(r)elr), q(x),g(r)E FOALz). 
据 归 纳 法 假定 ,对 于 域 F(X4) 上 的 wn 一 1 次 多 项 式 g(xz) 
&(z), 必 有 F(X) 的 扩张 域 玉 , 玉 为 F(A) 上 多 项 式 g(xz)g(z) 的 
一 全 分裂 域 , 即 g(xz)g(zt) 在 下 [xz] 中 可 写成 一 次 式 乘积 ， 
g(x)gq(r)=alr -aa) (zr-a,), a€EE, 
从 而 有 
Flr)=Cr- ag ror)=alr -A (ra) (ra,), 
其 中 a 是 /7(.r) 的 首 系数 ,4 ,as,… ,a, EE. 
由 于 fz) 在 EE 上 分 解 成 一 次 式 乘 积 , 据 命 题 1,F(4,a,,…， 
4) 就 是 下 上 多 项 式 f(z) 的 一 个 分 裂 域 . 1 
下 面 是 本 节 定 理工 证 明 中 各 域 的 关系 图 式 


至 [z] 
Hz)= lr A za) (ao) 


下 (Maz an 并 z] 
F(z)=atz A) (ra) (ran) 


FOVIzT 
FOy Fm)= (ea) uC)g(r) 
F[z] 
下 fz)= plr)alr) 


图 7-3 


定理 1 告诉 我 们 , 任 给 一 个 域 下 , 任 取 其 上 一 多 项 式 f(x), 都 
可 以 找到 所 的 一 个 扩张 域 民 ,f(z ) 作 为 K 上 的 多 项 式 “ 彻 底 分 
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解 " 成 一 次 式 之 积 ， 
当然 ,将 下 作 扩 张 得 /(x) 的 分 裂 域 ,也 可 能 使 其 他 某 些 的 
下 上 的 多 项 式 能 “搭车 "被 彻底 分 解 成 一 次 式 之 积 . 
例如 , 取 有 理 数 域 Q 上 二 次 多 项 式 x? 一 2, 得 rz? 一 2 的 ~ 个 
分 裂 域 QW2), 此 次 扩张 可 使 Q 上 很 多 多 项 式 在 QW2) 上 被 彻底 
分 解 ,如 
x -8={r+2v2)(2 -2V2)， 
9z? -2=(3z -V2)(3z +Y2), 
x 47 +4= (x -V2) (x -I) (zr +tV2 (r+). 
甚至 ,也 有 可 能 对 某 个 多 项 式 做 了 分 裂 域 后 , 原 域 上 的 所 有 多 项 式 
“碰巧 "都 可 以 在 此 多 项 式 的 分 裂 域 上 被 彻底 分 解 . 
例如 ,做 实数 域 R 上 多 项 式 x? +1 的 分 裂 域 C= R(i) ,实数 域 
R 上 的 任何 多 项 式 则 可 在 复数 域 上 被 彻底 分 解 .也 就 是 说 ,R 上 多 
项 式 x*+1 的 分 裂 工 已 已 经 是 代数 封闭 域 了 . 
要 想 在 任意 一 个 域 F 上 找 一 个 多 项 式 f(z) ,使 得 f(x) 的 一 
个 分 裂 域 是 个 代数 封闭 域 ,一 般 来 说 ,是 办 不 到 的 . 
通常 ,只 能 像 做 Q 上 x? -2 的 分 裂 域 QWY5) 那 样 ,有 些 多 项 
式 能 “搭车 "被 彻底 分 解 ,有 些 仍 不 能 分 成 一 次 式 之 积 . 如 Q@ 上 
到 一 3, 在 Q(5) 上 仍然 是 不 可 约 的 . 
于 是 ,有 人 会 想 ,可 否 再 做 一 多 项 式 的 分 裂 域 ,又 可 搭车 解决 
另 一 部 分 多 项 式 被 彻底 分 解 问题 ……. 
因为 我 们 不 管用 多 大 精力 如 此 做 下 去 也 只 能 完成 有 限 步 ,这 
就 需要 考虑 用 归纳 法 了 . 
用 超 穷 归纳 法 可 以 证 明 ,每 个 域 都 有 一 个 代数 封闭 的 扩张 域 . 
作为 本 书 的 最 后 一 个 讽 题 ,我 们 使 用 大 家 熟悉 的 数学 归纳 法 
处 理 小 范围 问题 ,读者 知 遵 大 概 意思 就 行 了 . 
例题 2” 设 下 是 个 域 .如 果 有 域 下 到 自然 数 集 NN 的 单 射 p 
存在 ,那么 下 必 有 一 代数 扩张 城 玉 ,EE 是 代数 封闭 的 、 
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证 明 ”只 要 有 下 到 NN 的 单 的 映射 gp 存在 ,我 们 必 可 建立 一 
个 F[xz] 到 NN 的 单 射 9. 
先 将 所 有 的 素数 按 大 小 用 自然 数 标 上 号 ， 
Po=2, pi=3, pa=5, p3=7, pa= 1l, 
任 取 下 上 多 项 式 
fz)=atarttar”, aE€EF. 
那么 g(a,) 即 为 N 中 数 . 而 数 
ph pr pr EN 
是 由 g(ao) ,yp(a1),… 了 唯一 确定 的 ,从 而 由 F(z) 完全 确定 . 
Oran tarr te t az ph pre pon) 
就 是 下 [rx] 到 NN 的-- 个 映射 . 
然后 可 以 证 明 9 是 个 单 射 . 设 
F(z)=ao+ar+…+anz ecEFtz]， 
gz)=60 tort+ b,x" EFLzx], 
使 得 8(/)= 9(g), 即 
oo phe pg = pe pre .peten) 
那么 ,由 整数 分 解 唯一 定理 , 必 有 m= 且 
gfao)=9p(6)，…，9(a)= p(b.). 
同时 因为 p 是 个 单 射 , 故 必 有 
ao 三 加 ,ai 二 太 ， ,an=b,, 
也 就 是 f(x) = g(xz), 8 是 个 单 射 . 
现在 ,做 下 的 一 系列 扩张 域 ,后 个 自然 数 n 对 应 一 个 扩张 域 . 
下 的 名 一 个 扩张 域 就 是 下 自己 . 
F 的 第 二 个 扩张 域 决定 于 数 2 是 不 是 某 个 FLz) 在 8 之 下 对 、 
应 过 来 ,如 果 有 f(x)EF[z]， 
0(f)=2, 
那么 ,下 的 第 二 扩张 域 就 取 此 了 (zx) 的 一 个 分 袭 域 . 如果 任何 PCz) 
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都 不 对 应 2,F 的 第 一 扩张 域 仍 取 下 本身 ; 

下 的 第 三 扩张 域 取决 于 数 3 是 否 为 某 多 项 式 的 8 之 下 的 像 . 
车 8(g)=3, 第 三 扩张 等 于 g(z) 在 第 二 扩 域 上 做 的 分 烈 域 , 若 3 
不 为 任何 g(x) 的 像 , 取 第 三 扩张 域 等 于 第 二 扩张 域 ……. 

这 个 定义 方法 可 以 归纳 给 出 .用 中 (n) 代 表 下 的 第 nr 个 扩张 


域 . 
当 #=1 时 , @(1)=F. 
当 ?>1 时 ,规定 
wat = 如 果 ?不 是 任何 多 项 式 在 9 下 的 像 ， 
为 .Az) 在 惠 (a) 上 分 列 域 ， 如 果 BCF) = 


这 样 , 我 们 得 到 的 就 不 只 是 有 限 个 扩张 域 ,而 是 得 到 了 无 穷 多 
个 ,它们 有 关系 
F=B(D)ED2)SEEB(n) EB +1)E... 
令 瑟 是 这 些 集合 的 并 集 , 即 
E= VY®(n). 
再 想 办 法 把 已 定义 成 一 个 域 ,而 且 请 $B(n) 要 是 它 的 子 域 、 

对 任意 4a,6EE. 因 为 是 个 并 集 ,从 而 必 有 m,nEN 车 

a€E Bln)}, bEB(m). 
但 诸 B(n) 有 包含 关系 , 设 光志 nn, 则 a,65E TB(n). 而 (mn) 是 个 
域 .我 们 规定 a,& 在 E 中 之 和 以 及 之 积 的 元 素 就 是 它们 在 (xn) 
中 的 之 和 元 兹 与 之 积 元 素 . 

由 于 诸 @( 让 中 ,号 大 者 为 号 小 者 扩张 域 ,其 运算 是 一 致 的 ， 
上 述 E 中 和 与 积 的 运算 不 受 算 号 影响 ;也 就 是 说 ,如 果 取 /之 姑 ， 
?在 任何 @() 中 ,所 得 的 和 元 察 与 积 元 素 均 不 变化 . 

很 容易 验证 ,E 在 这 两 运算 之 下 构成 域 ,每 个 名 (2 ) 均 可 视 为 
EE 的 一 个 子 域 . 

进一步 ,任意 aEE, 必 有 mEN, 使 a€5W(m), 而 (m) 是 
下 的 第 m 次 扩张 ,每 次 扩张 (或 不 动 或 做 一 多 项 式 的 分 裂 域 ) 都 是 
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一 个 代数 扩张 .由 §3 知 (zm) 为 的 代数 扩张 ,a 为 F 上 的 代数 
元 ,从 而 玉 是 下 的 一 个 代数 扩张 . 

最 后 ,可 以 证 明 玉 是 个 代数 闭 域 . 设 K 是 五 的 一 个 真 的 代数 
扩张 ,aE ,a 入. 那么,K 必 为 下 的 代数 扩张 ,a 为 上 的 代 
数 元 .所 以 ,a 满足 下 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 p(x). 设 

Oplzr))=k, REN, 
于 是 下 的 第 &+1 次 扩张 (k++1) 是 (上) 上 多 项 式 p(x) 的 分 
裂 域 .换言之 ,在 更 (+1) 上 应 有 
plz)=a(r-a)(r-a) (ra), a€EBlk+1), 
同时 ,eE 更 (R+1) ,矛盾 . 
证 明 得 以 全 部 完成 . 1 
习 题 

1 秦 有 理 数 城 Q 上 的 多 项 式 /(x)=x? -3r+1, 证 明 : 著 aE€C 是 
天 zx) 的 1 个 根 , 则 加 -2 和 2-a 一 oe 必 为 KKz) 另 外 2 个 根 . 从 而 >) 的 分 
橡 域 就 是 Q(c)- 

2" 证明: 任何 有 限 域 都 不 是 代数 封闭 的 . 

3 证 明 :$3 例题 1 中 的 起 G=|uECia 是 Q 上 的 代数 元 } 是 个 代数 
封 团 城 - 


小 结 


本 章 讨 论 一 个 给 定 域 F 的 各 种 扩张 域 ,这 些 扩张 的 关系 可 画 
成 如 下 图 7 一 4. 

矩形 ABDC 代表 下 的 所 有 扩张 域 的 集合 ,矩形 AEFC 代表 
域 F 之 所 有 无 限 扩张 域 的 集合 ,矩形 EBDF 代表 域 F 的 所 有 有 限 
扩张 域 的 集合 ,而 矩形 GBDH 代表 下 的 所 有 代数 扩张 域 的 集合 ， 
三 角形 LFD 代表 已 的 所 有 单纯 代数 扩张 域 的 集合 ,三 角形 KHC 
代表 下 的 所 有 单纯 超越 扩张 的 集合 ,两 个 三 角形 的 并 就 是 所 有 单 
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纯 扩张 的 集合 .实际 上 就 是 


a 


图 7-4 


单纯 代数 扩张 | 有限 扩 张 | 己 | 代数 扩张 }， 
{超越 单纯 扩张 |C{ 无 限 扩张 | ， 
单 纯 扩张 | = | 单纯 代数 扩张 1U 单纯 超越 扩张 }. 

读者 在 复习 本 章 时 一 定 要 摘 清 上 述 关 系 ,心中 应 当 有 一 批 例 
子 来 说 明 电 些 扩张 是 不 等 价 的 概念 ,哪些 是 大 向 念 .哪些 是 小 概 

单纯 扩张 , 即 把 一 个 单个 元 素 添 加 到 下 上 生成 的 域 ,是 研究 
所 有 各 种 扩张 的 基础 ,因为 下 的 任何 扩张 域 都 是 下 又 添上 1 个 、 
多 个 或 无 穷 多 个 元 素 生成 的 . 

域 F 上 添加 一 个 元 素 a 生成 的 扩 域 下 (a ) 的 结构 决定 于 1, 6， 
"a",… 在 下 上 是否 线 性 相关 以 及 相关 时 的 系数 (也 就 是 a 
满足 F 上 某 个 多 项 式 ). 所 以 §1 之 命题 1 的 结论 和 证 明 方法 都 比 
较 重要 . 

对 于 域 的 有 限 扩张 ,因为 有 了 定量 的 刻画 工具 [ K :下 ]， 
研究 下 与 K 中 间 的 域 EE， 


FEECK, 
则 有 [E:F][K:EE]=[K:F], 这 就 是 §2 的 定理 1, 要求 读者 能 够 
灵活 运用 这 一 工具 . 
域 玉 上 的 代数 元 a 与 下 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 密 切 相 联 
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(a 的 极 小 多 项 式 ) ,而 多 项 式 的 可 约 性 与 具体 分 解 涉及 到 第 六 章 
的 铵 深入 的 内 容 , 如 果 读 者 在 判定 多 项 式 的 根 与 可 约 性 等 方面 遇 
到 困难 ,应 当 及 时 复习 第 六 章 的 有 关内 容 . 


复习 题 


1， 在 QQ2) 求 1+32+4 的 递 

2. 问 下 列 配 好 的 6 对 域 中 ,相应 的 2 个 域 是 否 相等 ,并 说 明理 由 . 
(a) QWS) 和 QC HVS); 

(bj QI+Y3) 和 Qq3); 

(0) QW2) 和 QW -2), 

(dj QQ2) 和 QO); 

{e) QWS) 和 QWT), 

(D QH2) 和 QWS). 


3., 设 K 是 域 F 的 一 个 扩张 域 .证 明 ;K 是 F 的 有 限 扩张 的 充分 必要 
条 件 是 有 KK 上 代数 元 a ,…,av 使 得 K = F(ai ,ai ,a ). 

4. 在 CLx] 中 利用 公式 

{ztstt)l(r -3str+s +e) 

找 出 入 + 沿 在 有 理 数 域 Q 上 的 极 小 多 项 式 . 

5 如 果 a 是 域 玉 上 的 代数 元 ,a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 是 g(x), g(xz) 
的 次 数 是 个 奇数 ,证 明 :Fla) = F(a2). 

6" ， 设 开 是 域 下 的 扩张 域 ,SSK, 如 果 a€ kK 是 F(S) 上 的 代数 元 ， 
证 明 : 一 定 有 S 的 有 限 子 集 下 使 得 e 是 F( 芽 ) 上 的 代数 元 


7 ， 验证 : 域 QQ3, 划 是 有 理 数 域 Q 上 多 项 式 /(z)= (z -2x 一 2) 
《zx? +1) 的 分 异域 . 
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习题 解答 与 提示 


第 一 章 集合 映射 和 关系 


习题 一 
1. 用 描述 方式 写 出 集合 . 


(a) {zEI| 有 正 整 数 nn 使 得 z= -2z+1j; 

(b) 1z 是 日 期 | x 是 春季 某 月 的 第 一 天 } ; 

(©) |zERIz>08 r= el,n 为 正 整数 |， 

《d) fzE1|z 是 在 数 3.14159 中 出 现 的 数字 上 

2. i 

(a) 1 一 6, 一 “|; 

(b) 395 7 1 10.2.29.31.37.41.43.01 
{0) 1(1,2),(—1,—2)}; 


,1,3,...|, 
44 
月 ,3 月 ,5 月 ,7 月 ,8 月 ,10 月 ,12 月 |. 
(f) 1 这 是 因为 ,首先 可 断言 mx =0. 车 不 然 , 由 
nl1= 2 nt+1=4m 


可 导致 4-1= (2m)/(4m)= ! 2 ， 不 为 整数 , 故 


天 +T=0，7= 一 1. 
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3. 记 三 角形 如 图 , 旭 


ANMB= {cl, 2 
ANBNC=, B c 
AUBUC=| 三 角形 3 个 边 上 所 有 NN 
的 点 上. < 去 

6. 有 To 人 0 Ylw = 
7.BUC-BnC=2U4U3U6， 

AN(BUC- BNC)=4U56, 

(ANB)U (ANC) =4U7Us, 

(ANB)U(ANC) -AnBnc=4U6. 


习题 二 


1. 给 出 和 销 卡 尔 积 A x B. 

{a) 1(1,2),(1,3),C1,1),62,1),(2,2),(2,3)}; 

{b) 1(1,1),C1,2), 1,3), (1,4), (1,5)(1,6)i; 

(0) {(z,y) | x,yER, 7<0, y>1); 

(0) {zx,y)ERXI| rE0!; 

{68) 1(1,2),2,1),63,1),(4,1),(5,1),(6,1)|; 

(0 {x,y) EIXI y<0!; 

{8g) {1,1),(61,2),062,1),(2,2)}; 

Cb) 11,1),1),((1,2),2) ,02,1),1D),((2,2),1), (1,1), 
2),((1,2),2),((2,1),2),((2,2) ,2)); 

C2) {1,601,200), (01,1,2)),01, (2,2)),01, (2,2)), C2, (1, 
1)),(2,(1,2)),(2,(2,1)),(2,(2,2))}. 

2. 解释 关系 . 

(a) {(a,6)E AXxBlia,6 均 为 偶数 |; 

(b) f(a,6)E AxB16 为 奇数 上 

(0 1(e,5EAXBIB-a=101. 

3. 给 出 关系 子 集 . 
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(a) 1(2,4), (2,6), (2,8), (2,10), (2,12), (3,6), (3,9), 
(3,12),(4,8),(4,12),(5,10), (6,12)}; 

{b) {C10,11), C11,10),(9,12), (12,9)|; 

C0) 1(2,5),(3,7),(4,9),(5,11)}; 

4. 1(3,1),(—1,1),(2,2)1. 


习题 三 
1. 列举 元 案 . 
(a) R= 4(1,3),(1,5),(1,7),(1,9),(3,5), (3,7), (3,9), 
(5,7),(5,9),(7,9)1; 


Cb) R=1(2,3),(3,2),(2,5),(5,2),(3,4), (4,3), (3,5), 
(5,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)}; 

(9 R=1G,0) ,OG, {DG,15)) ,Gz,y)), (Hz, 
{zl, zh fr, yD), Cyl, {fyb), Cfyl, zr, y)), (fz, yl, 
{x,yDL. 

2. 找 漏 润 . 

前 面 说 ， 若 "oaR6 ,“ 则 "bpRa ,这 不 能 保证 “一 定 " 有 ,从 而 不 
能 作为 后 面 证 明 的 依据 . 也 就 是 说 ,可 能 对 某 个 元 素 a 来 说 ,没有 
任何 元 素 已 使 得 cR5 ,所 以 ,以 下 的 证 明 就 不 能 成 立 了 . 

4. 对 任意 eEA, 由 于 丸和 3 确定 4 上 的 等 价 闫 系 , 故 
(ea;a)ER 且 (aa)ES, 从 而 (oa)ES 门 R. 

车 (a ,5b)ESNR, 即 (a,5)ER 且 (a,5)ES, 而 尺 和 S 都 
是 A 上 等 价 关系 ,从 面 (5,a)€ 5S 上 且 (5,a)€R, 进 面 (p,4)E€ 
SNR. 

车 (a,5)ESNR, (5,c}ESNR, 即 

(a,b)ES, (pc)ES, 
{ap)ER, (b,c)ER, 
由 于 S 和 只 都 满足 传递 性 , 故 (a ,c)ER 而 且 (a,c)ES, 从 而 
(a,c)ESNR. 
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5. 对 任意 eEA, 由 于 诸 R, 均 有 反 身 性 , 即 (a,4)€ R,， 
7 二 1,2,…, 从 而 (a,a)E WR.=R- 
车 (a,5b)€ER, 而 R 是 诸 R, 的 并 集 , 故 必 有 iEN 使 得 (a ,6b) 
ER,. 由 于 R; 有 对 称 性 , 故 (6,a)€ Ri, 从 而 (8,a)ER= WR, 
车 (a ,5b)ER, (58,c)ER, 则 必 有 j,kEN 使 得 (a ,5)E R;， 
(5 ,cE RR .我 们 选 一 个 白 然 数 ! 使 得 js: ,外 迁 ! ,由 于 
RERNE, RCRE 
必 有 (a,5)E€ R, (bp,c)€ R,. 而 R, 有 传递 性 , 故 (a,c)E R,， 
(ac)E 足 . 
6, 设 4=jz，,y|l. 那 么 
AXA=|(Cr,r), (x9) (yzr) (yy 
(a) A x A 的 每 个 子 集 都 确定 4 上 一 个 关系 .由 于 AXA 有 
16 个 于 集 , 故 4 上 有 16 个 不 同 的 关系 ， 
(e) AxA 的 满足 反 身 性 的 子 集 也 就 是 4 x A 的 含有 (zz 
和 (y,y) 的 子 集 ,它们 是 
{(zx,z),(y,y)}, 
{Cz,7), yy), (x,y)}, 
{zx,7x), (yy),(y, zx)}, 
fx,z),(y,3), (x,y), Cy, x), 
共 4 个 . 
(d) A x A 的 具有 传递 性 的 子 集 是 
你) 人 zy ED 
Hx,z) ,Czy)}, {x9), (ys Eyez) (zz 
区 了 (3 
{Cz, x), Cry), (yy 人 zz (yz) (yy 
{Cz,3),(y, 72), (zz) Cy,y)}. 
共计 13 个 . 
(c) 4xA 的 具有 对 称 性 的 子 集 是 
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,za dy wh Fry yl, zr), yy) 

(zz Cr) dry), (yr), (xr, x); 

zr), Cry), Cy), (ys. 
共计 8 个 . 

(b) 属于 上 述 (c),(d),(e) 中 共有 的 闻 集 是 

zx) yy [rr),(y,y), (x,y) ly, 7)|, 
从 而 A 上 只 有 两 个 等 价 关 系 . 

(1) 二 元 入 4 只 有 两 种 分 类 方法 ,一 是 整个 集合 A= 1x, yl 
为 -个 等 价 类 ;一 是 分 成 两 个 等 价 类 ,和 z| 为 一 等 价 类 ,|y} 为 男 一 
个 等 价 类 . 


习题 四 


1. (FFE)=r, (gog)(r)=x+2, ((g*f)°g)(z)= 
(z+1) +1, (fa) fr)= Cr +1). 

3. 对 任意 x A, 由 (hf/)(e)=(h*g)(xz) 妈 
h(F(z))=h(g(xz)) 和 上 为 单 射 知 f(x)=g(z). 

4. 对 任意 yE 8, 由 于 是 满 的 , 必 有 xzEA 使 y=h(zx). 于 
是 ,由 (feh)(z)=Cgoh) (zr), FA(r))= gh(r)), f(y)= 
gly) 推 出 f=g. 

5. 由 于 了 和 g 是 单 射 知 g°*f 为 单身 ,由 了 和 g 是 满 的 又 知 
gg" 了 是 满 的 . 

sf og CAR eg (gf)= 7 (i f)= 
/f=i, 同 理 (g。/)*(f"'*g')=ic. 再 由 逆 映 射 的 唯一 性 ， 
得 (gf) =f og. 

6. aF¥0, a#0. 

8' .车 zElTmg(g" 了 ), 则 有 xzEAh, 使 z=(g* 有 (zx), 即 z= 
8(f(z)). 由 于 /(x)E1lmg( 了 ), 故 

EITDE glImg(/)). 
反之 ,如 果 zEgtImg( 了 有), 则 有 yyE hng( 门 使 z=g(y). 而 
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yElmg( 门 则 必 有 EA 使 y=f(z). 故 
z=g(y)=g(/(7)= (g(x)E Img(g°f). 


习题 五 
1. 求 反 序数 . 
(a) nn- 1)2; (b) n(n ~ 1)12. 
2. 求 置换 复合 . 
/1123 2 3 
PP 人 3 中 PP 人 2 路 
prep,-(! 2 3 PP 人 2 引 
Pa PP 3 1 


人 
154326| \214563 
4'. 用 P' 代表 i 个 置换 P 依次 复合 
已 =((P.P)。) PP，i<m， 
则 P(x)=i 关 n. 故 户 关 1T, 了 是 人 ,2,…,n| 上 恒 等 映射 .P 是 双 
射 ,对 所 给 n 个 置换 用 消去 办 法 可 说 明 它们 两 两 不 同 . 


习 题 六 
1. 验证 结合 律 与 交换 律 . 


(b) 和 和 (d) 满 足 结 合 律 ;(a),(c),(d) 满 足 交换 律 . 
2. 完成 运算 表 . 


ww 
x z z 好 y 
Ba z > 证 
z w x y y 
! 3 w 了 x 


3. 设 
r+s=gntk, Oh<n, 


kxXt=panti, 0Sl<n, 
rxXt=.rti, 0Si<n, 
sxXt=yn tj, Oi<n, 
即 r +s =" ,kk Xt = Xt i ,ss Xt' =j', 那 
么 ， 
i+t+j=2nt+h, Qh Cn 
就 有 i + 六 =h .于 是 ,由 
(rts)xr=(rxt)+(s xXx) 
得 
(gn tk)xXt=(r+y)nti1j, 
gnt 十 pant {=(r+ y+z)n tnh. 
由 于 0SL<n, 0Sh<n, 赦 41= 有 4” =h" .也 就 是 
[Ee X 人 一 
5. 从 运算 表 上 可 以 看 出 
好 个 坏 = 好 = 坏 @ 好 ， 
故 该 运算 满足 交换 律 . 
任 取 ,yzEA=j 好, 坏 | 若 zx= 好 , 则 
zOy= 好 ,，(z@Oy)GOz= 好 ,，zQO(7@z) = 好. 
从 而 z*@(y@z)= (zy)Ox. 同 理 , 当 y 为 好 时 ,木管 z,2 为 
好 为 坏 , 均 为 
(xOy Oz=rO(yOz). 
当 z 为 好 时 , 亦 可 照 此 办 理 . 
著 ,yz 均 为 坏 时 ,xy 和 yz 亦 坏 ,从 而 恒 有 
(x Oy)Oz=rO(yOz)= 坏 . 
元 素 “ 坏 ”是 4 的 恒 等 元 ,因为 
好 外 坏 = 坏 名 好 = 好， 坏 坏 = 坏 . 
6. 由 于 
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(LOUDGOL-(2+1DGOI=2x3+1=7， 
10(101)=2+3=11. 
故 该 运算 不 满足 结合 和 
又 由 于 
190=2，0O1=1， 
故此 运算 不 适合 交换 律 . 
如 果 eEI 是 恒 等 元 , 则 对 任意 wz:E1 必 有 
eOn=2e 1 n=n, 
即 对 任意 nE1, 2e = nn 一 mn ,这 是 不 可 能 的 ,因为 
1-F=0,，2-2= 一 2. 
复习 题 
3. 对 任意 xEB 一 UA,, 由 于 xEB 但 
zxENYA 
知 z 不 属于 任何 一 个 A;, i EI. 从 而 ,对 每 个 i EI1 都 有 EB， 
zz 车 A; ,也 就 是 xEB~A,. 进 而 rEN(B-A.). 
反 过 来 ， 车 zEN (8B -Ai)， 那 么 ,对 每 个 ziEI 都 有 xzE 
B-Ai, 即 zEB, xz 不 属于 每 个 Ai 从 而 z 村 以 Ai， 故 
zEB- UA,. 
4. (a) 是 个 映射 关系 ,因为 每 个 mE1 都 出 现在 (a) 中 元 素 的 
第 一 个 位 置 上 ,而 且 只 出 现 一 次 ; 
(b) 不 是 映射 关系 ,有 的 整数 不 出 现在 (b) 的 元 素 第 一 位 置 
上 .例如 ,《(b) 中 没有 形 如 
{1,*) 
的 元 素 , 即 1€1, 但 它 丰 第 二 个 位 置 上 找 不 到 对 应 元 素 ; 
也 不 是 贞 射 关系 , 它 有 元 素 
(1,1), (-1,1), 
就 是 说 , 工 中 有 元 素 在 (c) 的 第 一 位 置 上 出 现 次 数 多 于 一 次 ; 
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对 于 集合 (d), 由 于 
ms2m + | mEI= {Cm -1,2m -1) mE, 
任何 mwE1 均 在 (qd) 的 元 素 第 ~ 个 位 田 上 出 现 且 只 邮 现 一 次 , (d) 
是 个 映射 关系 . 
5. 前 半 部 分 关于 反 身 人 性、 对 称 性 和 传递 性 的 证 明 是 显然 的 . 
因为 
(-27=(2)=4, =0, 
(-17=t=1, 3=9, 
故 R 含 6 个 元 素 , 它 们 是 
(~—2,4) ,2,4) ,=1,1),(1,1),(0,0), (3,9). 
7. /Si)=g ‘(S51)=; 
g "(S22)=11, ~ 1),f "(8S)=11, -1,, -i 
gSI3)=1V mV mm) mEL, m0); 
SD)= HV VD iV ,iV mn| mE m0}; 
这 里 的 i 代表 纯 虚 数 . 
8. 令 g(1D=1, 且 对 任意 ;>1, g(7)=j 一 1, 那 么 ,zg 是 N 到 
NN 的 映射 , 且 
{gf)(1)= g(f(1))= 8(2)=2-1=1, 
对 任意 ;>1, 有 
(gD)=g(f0D)=gG +1)=), 
从 而 g'f 使 N 的 每 个 元 素 都 不 动 ,gf 为 N 上 的 恒 等 映 射 、 
行 细 分 析 一 下 ,上面 定 义 中 规定 g (1) = 1 是 可 以 随便 改变 
的 .分 为 在 验证 等 式 时 根本 没 涉及 到 g{1) 为 何 值 . 于 是 ,改变 g 
(1) 的 定义 就 可 得 到 无 穷 多 个 映射 满足 要 求 . 
对 任意 :NN, 必 有 
CFA)CD= FR =A +1, 
出 于 (17EN, 故 有 (1) +1 关 1 也 就 是 说 , /上 不 能 使 1 保持 不 
动 ,从 而 /请 不 是 恒 等 映 射 . 
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1. 因为 
(rsg)ftz)= gz))=Az)=lz=e(r)， 
(gf)(r)=e(f(r)= g(r), 
FD) HF EDA r), 
(ger)= glet) = (t)=z= (2), 
好 fg=g, 8g'/=g, "ff，8*g 一 了 ,所 以 映射 的 复合 确实 是 
1f;,g| 上 的 一 个 运算 . 
映射 复合 是 满足 结合 律 的 . 
了 是 jg 的 己 等 元 ,/ 是 f 的 递 元 ,g 是 5 的 道 元 ， 
2. 由 
ar(B'c)=a'cLo+rc-2]=a+(ot+c)-2 一 2， 
(ab)e=tat+b -2)c=atb—-2+c-2, 
知 运算 满足 结合 律 .也 容易 看 沿 运 算是 可 交换 的 . 
取 整 数 集 工 之 元 素 2, 对 任意 aE1, 有 2:4a=a+2-2=a. 队 
而 2 是 恒 等 元 . 
对 每 个 a 毛 1 由 于 {4-aja=4+a-a-2=2, 即 知 4-a 
是 a 的 道 元 . 
4. 任 取 f,g,hEF， 
((f#g)#hIz)=(f#He)(r) th(r) 
=(f/(r)+g(r)) th(r), 
(fi#(gH#HRIICr)= fr) + (gH#HAY zr) 
=f(r)t (g(r) + h(xz)), 
故 运 算 划 满足 结合 律 .容易 验证 交换 律 . 
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用 8 代表 下 中 每 点 均 取 值 0 的 常数 函数 , 则 对 任意 /EF 但 


有 
(fH)= Ar)rer)= Ar)， 
Bf#0= 7. 
任 取 fE€ 下 ,我 们 用 一 /代表 这 样 的 隆 数 
(r= fr), rE(-%,%m), 
那么 ， 


(CDH)= (rrr)= fr +t f(r)= 6). 
故 ( 一 及 # 了 = 6, -上 是 了 的 逆 元 ( 亦 可 称 为 负 元 ,因为 # 可 交 
换 ) ， 


5, 

是 [ a & c 
ee | ee 
b b c a 

< c a 


首先 ,由 a6 =6b 知 a 为 但 等 元 , 故 
ad 一 oa， dc=Te, bua=b, ber=e. 
其 次 ,由 于 群 中 有 消去 律 ,上 总 中 任意 一 行 和 任 一 列 都 不 能 出 
现 两 个 相同 的 元 ;进而 每 行 每 列 必 然 a,5,c 出 现 而 及 只 出 现 一 
次 .从 而 内 br 不 能 等 于 65, 也 不 能 等 于 a( 咨 则 可 推出 5 或 。 为 恒 
等 元 ,与 恒 等 元 唯一 性 了 矛盾) , 故 be 二 a, 必 = a. 
最 后 ,根据 上 述 同 行 同 列 不 能 出 现 根 同 元 素 的 断言 , 必 有 
beboc, ce=b. 
6. 若 G 为 交换 群 ,那么 . 
(ob) 一 aa 
反之 , 若 对 任意 a,pEG 恒 有 (op) “6 ,那么 ,对 任意 之 ,y 
EG, 必 有 (yz ) =(y 和 ) '(xw !) !, 也 就 是 
(Cry) T= y= ) (rt) = yz, 
这 说 明 G 是 全 交换 阁 . 
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7. 对 任意 z,y,zER-il}， 


(Zz 并 y) 提 zx 
=(xty—- zxy)#z ( 共 的 定义 ) 


=r+y- zytz- (r+ty- Iy)z 
=rty+tz—ry- rz- yy (并 的 定义 ) 
=#(y#z), 
这 说 明 # 满 足 结合 律 .而 满足 交换 律 是 显而易见 的 . 
对 任意 zE 取 ，z 天 1 , 恒 有 
I#0=z+0-0=2z. 
故 0 为 恒 等 元 .又 当 zER, > 天 1, 则 工 -1 天 0, 朋 
z#(zrl(r-1))= rt -1) -r(xr-1)=0, 
即 二 必 有 逆 元 .所 以 ,(R- 1 ,## ) 是 交换 群 . 


习题 二 
3. 当 a,8,c;d,e,f 为 纲 数 时 ,d + a,f+c,e+af+6 均 为 
偶数 , 故 


la blll 4d el fl dta e+rar+pl 
pes dh 1 f+e |EE. 
00 ylo ou | 0 1 
又 , 当 a,b,c 为 偶数 时 ,一 a ,<,ac 一 5 为 偶数 ， 
1 a bl | -a ac-b 
01cl = 1 -celerE. 
0 0 1 lo 0 1 
4. 著 z,yE 果 , 即 x"=e, 六 =e 从 而 zy = (xy)”=e， 
xyEH. 


车 xzEH, x"=e, 那 么 (x ”=(z") =e =e, 这 说 明 
zx'EH. 
6. 首先 天 0，c 天 9 则 ac 关 0, 所 以 A 确实 是 G 上 的 运算 . 
其 次 , 任 取 (a ,6),(c,d),(e,f 有 EG ,那么 
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(a pA(c dD)Ale, N) 


=(ac ,m+ ade, f) (定义 ) 
={ace, (be rad)etf) (定义 ) 
=(ace, bee + de t+ A). 

另 一 方面 


CabIA((c, dae, f)) 
=(a6)A(ce, de +t 月 (定义 )》 
= (ace, bre+ de + f), {定义 ) 

这 说 明 A 满足 结合 律 . 


再 次 ,可 以 证 明 (1,0) 是 (G,A) 的 恒 等 元 . 因为 ,对 任意 


(Ca.6)EG, 有 
(IDAC(a.6)= a,0ut8)= {a,b), 
{a,b)ACLO0= (a,6°1+0)= (a ,8). 
最 后 ,通过 解 方程 可 以 算出 ,对 (a ,56)&G 有 


(B.A(ab)= 0, 6+6)=(1,0), 


Ca 全 和 -人生 人- 


要 证 明白 是 G 的 于 群 ,对 任意 (1,6),(1,9)EH, 均 有 
(1,bYAC, d)= (11,8 +A)ERH. 


而 (1,5) 在 (G,A) 中 的 逆 元 (1 -JE 瓦 , 故 瑟 是 上 的 子 群 , 


7. 将 其 乘法 表 列 出 则 一 目 了 然 . 


| 1 A _B CcC -I -A -8 -C 

了 1 A BB CC -I TA TB -eC 
A| A4 -1! CC -Ba -A 1 -CC 8B 
B| B -CC -1 A -8B 5c [ -A 
Cl ¢ BB -A -1 -C -8B A I 
-I| -I -A -8 -Cc 1 A 8 5c 
-A -A 1 -Cc B A 一 工 Cc 一 吾 
BI -B .cc 1 -A 8B -Cc -1 A 
c -Cc -8B a T Cc HB -A 一 了 


习 题 三 


1. 子 群 4(1 2 3 4)) 共 有 4 个 元 素 
(1) ,C1 234),(1 3)(24),(1432). 
面子 群 ((1 2),(3 4)) 的 元 素 是 
(1),(1 2),(3 4),(1 2){3 4). 

2, 4 阶 交 代 群 的 元 素 是 

(1) ,C1 2)(34), C1 3)(24),(1 4)(2 3), (1 2 3), (1 3 2), 
(234),(243),(134),(143),(124),(142). 

3. 两 个 子 群 是 

H=1(1),(3 4)}, 
K={(1),(1 2),(3 4),(1 2}(3 4)1. 
4. (1 3)(2 45),(134)(2 5),(12345),(54321). 
5 .£1),(12),(3 4),(12)(34). 
习 是 

1. 子 群 有 4 个 : 

《a) {[0],[1,[21,[3],[4],[5],f6],[7]) 生 成 元 素 [1， 
[3],[5],[7]， 

《b) {[9],[2],[4],[5]j ,生成 元 有 [21,[6]; 

(e) {£01,[4]{ =(¢[4]); 

(@) {50J1= (£0]>. 

2.《[41,[6],[81]) 有 * 
0],[4],[6],[8J,[6]- [4],[6]B[4],[6] 卫 [6],16] 田 [8]， 
[L8HL8], {68[6]R[61,[8JB[8]B[4],18JBf8][6]. 它 可 以 分 
别 看 成 是 [2],[10],[14], [22] 生 成 的 子 群 ,把 它 记 为 万 . 因为 采 


用 加 法 记号 ,我 们 可 以 把 矫 写 成 倍 , 从 而 有 的 元 素 按 生成 元 升 团 
排列 


[0].f2],[4 
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:[6],[8],[10],[12],[14],[16]， 


[18],[20],[22]; 


或 者 
[0] ,[10],[20],[6j,[16],[2],[12j,522],[8]， 
[18],[4],[14]; 

或 者 
fo0j,[14],[4],[18],[8],[22],[121,[2],[16]， 
[61,[20],[10}; 

或 者 


£0],[221,[20], L181,716], [141, [121,5101,18],16], [4],[21. 
2 3 

3. (3 = -十 -; 宣 ， (- 二 + 二) =1. 

4. 可 以 断言 6 天 e. 否 则 ab =e, 则 5=a-'E《a), 司 时 ,在 
此 条 件 下 , 必 有 ac =b 《因为 vc 天 e, 再 由 消去 律 ac 关 a ,ac 关 c)， 
于 是 c=a 26=a 2E(a), 从 而 G=(a), 矛 盾 . 

同时 ,利用 消去 律 又 知 o 天 ua，a6 尖 6- 故 知 由 = c、G 的 乘 
法 表 只 有 一 种 排 法 

| 


manls 
Ra nm el 


人 


© 
a 
已 
< 


习题 五 


1- 若 (a6)"=e, 即 a(ba)…(Ba)6=e, 必 有 
(da) (ba) (ba)= {ba)" =e. 
2. 对 任意 .txE CG, 应 有 
《zaz = 人 za )(zar = pr != ver != 0, 
即 zax ”的 阶 数 只 能 为 | 或 2; 也 就 是 说 ,或 者 
Tar se, xza=r, a=e 


欢 者 war ” 阶 数 为 2，zez =a, 即 


TH = AT. 
前 者 与 a 之 阶 数 为 2 琅 盾 ,只 能 有 xa 二 ax. 
3. 任 取 g,hE 五 .由 于 g ,hh 阶 数 有 限 ,可 设 
g”" =e, "=e. 
于 是 (gh)”= g”™h™ =e，gh 的 阶 数 有 限 ,从 而 gh 日 . 
车 gEH, g"=e, 那 么 (g 1)"=(g") !=e; 从 而 gEH. 
4. 任 取 YEG, 则 ,yy,zy 的 阶 数 不 为 4, 至 多 是 2. 故 
re, y=e, (zy) =e, 
从 而 上 述 3 元 每 个 元 素 的 逆 元 就 是 自己 . 故 
(2) 区， 
5. g 的 阶 数 要 整除 p? ,只 能 是 1,p, 户 .车 某 元 g 之 阶 数 为 
请, 则 G 为 循环 群 , 子 盾 .i 故 对 每 个 gE G 恒 有 gr?=e. 
6. 车 aE HH, a 的 阶 数 是 无 限 的 , 则 当 r 尖 s 时 值 有 a 关 a!、 
故 a 生 Ca?》. 
合 时 , a? 关 e, 放 (qa?) 关 1ei. 由 题 设 ,应 有 (a?) 过 .这 与 


a 人 及 牙 盾 . 
7. 6. 
习题 六 
1. 

(0° ,0°) (0° 1°) (0°,2°) (1°,0°) (1 ,1 (1° ,2°) 
00° ,0 9) (0° ,0°) C01 Y C0,2°) (1 ,0°) (1 1") (1 ,2°) 
(0° ,1°)| 00° ,1°7 C0°,2°) (0°,0°) (1 ,1°) (1 ,2°) (1°,0°) 
{0° ,2°) {0° ,2°) (0° 0°) 0° ,1 (1,2°) (1°,0°) (1°,1°) 
{1° ,0°)| (3 ,0 (1°,1°) (1°,2°) (0°,0°} (0° ,1°) (0 ,2°) 
(2° ,2190 ,> (0°.2°) 01°,0) -(0°,1°) {0°,2°) (0° ,0°) 
(1° ,2°)0(1" ,2°) (1°,0°) (1 ,1°Y (0° ,2°} (0°,0°) (0 ,1°) 


复习 题 


人 二 

其 两 端 消去 ? ' 和 工 得 =x .又 因为 z=e, 因 此 得 xz*=， 
和 

3. 著 ag 王 oh, 消去 a 得 g = 和 ,这 说 明 /是 单 射 . 

对 任意 有 EG, 我 们 有 f(a 友 )=a(a ga)= 天 ,这 说 明 广 是 
满 射 . 

4. 应 当 首先 解决 合理 仁 向 题 . 右 ayH=a2H, 网 a3'ay€EH. 
由 于 里 是 子 群 , 故 

(ai al) l=ar!'(as') 1 EH. 

从 页 Hai'= Ha; i; 也 就 是 说 o 与 S 的 元 素 ( 左 陪 集 ) 的 代表 元 选 
择 无 关 . 

5. 首先 ,a 二 a! ,上 = ha", 即 a 各 分 别 是 这 3 种 形式 元 素 之 --. 

其 次 , 任 取 ba ,Bai. 则 

ba = baw por =ab 

鼓 (&w)(b?a')=ba*! 为 3 形式 之 一 . 

于 是 可 以 说 明 这 3 种 形式 元 案 的 全 体 已 经 构 戌 群 ,县 等 于 
《a ,6)》， 

6. 人 2)SHSHE 如 果 (2) 天 则 , 即 有 奇数 jE 昌 , 设 j=2n+1， 
?EL 那么 由 
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jEH, 2n€EWEH 
推出 1=j 2x 万, [= 互 矛 盾 ， 
9. 设 C=jaiyaz,…avj .由 消去 律 知 
alla Gy Ts AIA 
两 两 不 同 , 它 们 是 G 的 ”个 不 同 的 元 素 .而 G 只 有 天 个 元 素 , 所 
以 它们 就 是 G 的 全 部 元 素 .从 而 必 有 : 使 得 ai"ai = ai、 
任 取 zE G ,因为 
1 
万 是 G 之 全 部 元 素 , 故 必 有 yE G 使 二 = ya 于 基 
Taye) =y(aa)= ya=7. 
由 于 z 是 任意 的 ,这 说 明 a; 就 一 个 右 恒 等 元 . 
同样 ,由 于 对 任意 j， 
QA GE Qa 
是 G 之 全 部 元 素 , 必 有 a 使 得 aa = a ,这 说 明 每 个 a, 都 有 右 
逆 元 . 


第 三 章 群 的 同 态 


习题 一 


1. f(xy)=ara aya = f(r) f(y). 
对 任意 yEG, 蚀 有 
y=ala ya)a !=f(a "ya), 
这 说 明 f 是 满 射 , 群 满足 消去 律 ,从 而 f 是 个 单 射 . 
4" . 首先 ,对 任意 z,yE€ G, 由 于 由 zx 导出 的 内 自 同 构 为 全 
等 映射 , 必 有 zz =y, 也 就 是 zy = yx，G 为 交换 群 . 
其 次 , 当 G 为 交换 群 时 ,规定 


zz ,对 任意 xEG， 
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出 /也 是 内 自 同 构 , 据 感 意 上 为 己 等 映射 , 即 了 = 工 ” ，z =e, 对 
每 个 zECG 都 成 立 . 
5. 设 / 是 (Q, + ) 到 (Q, + ) 的 同 构 , F(1)=a .那么 ,对 任意 正 
整数 ,由 n 等 于 n 个 工 相 加 而 /是 同 构 映射 , 故 
fn)= /Ft T= nf (1) = na. 
对 于 负 整 数 m= 一 n, 有 
fom)=f(-n)=— fn) = -na=ma. 


对 正 整数 ，, 由 于 "小 一 1 
AD=7 (ne )= A(t) 二), 
即 af( 二)}= 推出/ 二)}= 3。 
总 结 之 就 有 ,对 任意 有 丙 数 名 ,全 有 
人 


四 
了 是 由 a 导出 的 映射 ， 
6. 偶数 加 群 (已 , + ) 是 整数 加 群 的 一 个 真子 群 ,而 整数 加 群 


(I, + ) 同 构 于 (EE,+ ) 的 真子 群 


K=14n1n€H. 
习 题 二 
1. 只 要 确定 1 在 自 同 构 之 下 的 像 , 则 其 他 各 元 的 像 完 全 确 
定 ,人 恒 等 映射 /及 
fi 2 fli)=37, fli’)=4i", 
即 (5 , +) 的 全 部 自 隔 构 . 


2. A 是 可 道 的 , 克 了 是 双 射 ,又 
f(a sg) + (by ,6 )) 
《Cet en) +) 
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=(a00 sa)A+ (bb ) A 
=f((a0 a) + fb ba )). 
3. 设 万 =1e.hl. 对 任意 gEG, 由 昌之 不 变性 ghg ' 守 昌 知 
phg != 凡 或 ghg'=e. 
但 ghg =e 时 葡 涵 刀 ==。, 所 以 只 能 有 
ghg '=h, gh=ihgs 
也 就 是 AEZ- 
3. 任 取 <E 果 ,yyE 天 ,看 
yr y= (xr 1， 
由 于 KK 是 G 的 不 变 子 群 , 故 .cyr 'E KR, 同时 ,y 'E€ 上 ,从 而 
{cw ‘Jy 'EK. 
局 理 ， 


上 


Tr 3 
而 yty“ 生 用 ，z 各 再, 故 zx 
所 以 .ee 3 五 站 天 


=r(yry '), 
GE 再. 


= iei 进而 xyz 1y (=e, 也 就 是 


wy 二 0 
6. 该 群 的 特点 是 a,5b,c 三 个 元 素 中 任意 两 个 相 乘 均 得 第 三 
者 ,而 每 个 元 素 自己 乘 自 己 得 其 本 身 . 


车 a 省 G 上 可 逆 变 换 且 z(e)=e, 则 = 必 为 自 同 构 ,只 要 在 
s(xy) 计 算 由 分 别 =,y 相同 与 不 同情 形 , 恒 有 
oxy) =ale)aly), 
而 每 个 使 e 不 动 的 可 逆 变 换 恰 好 就 是 a ,5,c 三 个 元 案 的 一 
个 置换 , 故 Aut(G)~5,. 、 


1 8 "=g"g". 
2. 当 g 之 阶 为 3 时 ， 
Ker(o)={,—3,0,3,6,.}. 
当 gg 之 阶 无 限时 ,Ker(o)= 和 01. 
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3. 由 于 


‘1 2 1 
和 
[-1 -1 2 


而 矩阵 乘法 适合 分 配 律 放 忆 是 个 同 态 映 射 . 
而 工 的 核 就 是 方程 组 


fx +2y~ 2=0, 
全 人 
yy12z=0 


的 解 的 集合 , 故 Ker(1)=1{1. 一 1, 中 |1ERi. 
4. 任 取 at+iEcr ctidgEcr ,其 中 a5 和 cd 都 是 实 
数 .那么 ， 
oatip)le tia)) 
=6o(ac— bd +ilbe+ ad)) 


=V ac- bd +ad) (定义 ) 
=Va th Ve ta { 算 ) 
=a(atib)ole tid). (定义 ) 


5" . 任 取 (zn)EIXI, (EDEIxD 
ol(m,n)t(k,t)) 


=o((m+k,n+!)) {IXI 中 加法》 
=(m+R)1 (n+1) {a 的 定义 》 
=(m+n)+t(k+ i) 《 数 如 的 交换 结合 侍 ) 
=a{(m,n)) to(l(k, 21)). (a 的 定义 ) 


任意 (on ,nn)EEKerlo) 充 要 条 件 是 
ol(m,n))=m+n=0, 
也 就 是 加 +n=0, n= 一 mn. 才 
Ker(oe)= (m,n)EIXHn= ~ ml 
=|(m,— m) imEl. 
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习 题 四 


1. $2 之 例 7 表明 S; 仅 有 .一 个 非 平 凡 的 不 变 子 群 {1)》， 
[123),(13 2)1.S 对 这 个 不 变 子 群 的 商 群 结 构 见 本 节 例 1. 
2. 用 G 代表 克 莱 因 四 元 数 祥 ， 
G=!{£1,+A,+B,10C1. 
本 亭 $2 之 例题 8 已 经 指明 
H=i1,~[i, K=11,-1,A,-A! 
L211,B,-Bl, J=1l1,-1,C,-Cl. 
都 是 G 的 不 平凡 的 不 变 子 群 . | 
雇 磊 GIK 含 两 个 元 素 , 陪 集 
K=11,-1,A,-Al, 
BK=|B,~ B,C,-C). 
注意 ,BK = (~ BK= CK=(- C)K, 可 排出 GIK 之 乘法 表 ( 实 
际 上 ,所 有 的 二 元 群 均 同 构 ). 


2 BK 
K | K BK 
BK | BK K 


GHL 和 GH] 均 与 GIK 结构 相同 . 

而 群 GI 含 4 个 元 素 , 即 陪 集 
H=i1,-1i, AH=1A,-A!, 
BH=1B,- BI, CH=|C,-C}. 


其 乘法 表 是 
| HH AH BH CH 
H | A BH CH 
AH | 4 H CH BH 
BH | BH CH H AH 
oH | ce BH AH H 


3. N 是 G 的 不 变 子 群 是 显然 的 . 
建立 群 G 到 其 子 群 K= 15”| mE 中 的 有 映射， 
12"5" -m5”. 

因为 G 中 的 有 理 数 写成 2"5” 形 式 时 和 都 有 该 数 叭 一 确定 
《由 整数 分 解 唯一 性 知 , 若 2°5”=215, 必 导 玛 丸 一 1， mm = 不), 从 
面 上 述 对 应 是 完全 确定 的 . 
意 2"5"25 EC 
2*5') 
=0(2"* 51) 


(a 之 定义 ) 


一 9 
=a(2"5")z(25 ) (a 之 定义 ) 
从 而 = 是 如 到 KK 的 群 同 态 山 射 . 任 取 5"EK, 则 5(5")=5*, 这 说 
明 5 的 满 射 
现在 来 研究 o 的 核 . 若 2”5*€G 
=5" 


a(2"5") 


,使 
= 上 
则 2"5"=2”. 所 以 
Ker{o)=N. 
由 群 同 态 基 本 定理 ,得 G/N 守 K， 
4. 由 于 ExXI 到 1 的 群 同 态 
Gm an) ptn 
是 满 的 ,Ker(a)==NN, 所 以 由 群 同 态 基本 定理 可 得 (IX D/N 二 1. 
5. G1Z 为 循环 群 , 没 gZ 为 G12 的 一 个 生成 元 ,gE CG 
任 取 >E GG，xZ 即 为 商 群 G12 的 一 个 元 素 ,而 gZ 为 生成 
元 , 必 有 nE1 使 
(g2)" = g°Z= 2. 
从 而 , 必 有 zEZ 使 z= gz. 
任 取 yE ,又 必 有 EEl reE2 使 得 y= g”re'. 
于 是 


《re 
由 于 .r,y 是 任意 的 ,上 式 说 明 G 是 交换 群 . 
复习 是 

1 任 取 zxEEHNK 及 KkEK, 由 于 xEHH, 五 是 G 的 不 变 子 

悦 , 故 kxk 1'EK. 又 由 于 .cER, EkEKR, 故 kzk “EK. 从 而 
ke EHNK. 

2. 每 个 于 , 都 是 G 的 子 群 ,所 以 它们 的 交集 K 必 为 G 的 子 

群 . 
现在 ,对 任意 EK 及 gE ,我 们 来 证 明 gkg 和 下 ,也 就 是 

可 证 明 , 对 任意 xz, 有 ghg'EH.. 

事实 上 ,kEK, 对 于 元 束 g 'x 民有 kEH, ;从 而 有 hERH 
使 

k=(g ‘rhlg zx) =g xhr !g, 

进而 有 gg '= zhzx 'EH,. 

由 < 的 任意 性 推出 Btg “EK= .和 于 .再 由 8 的 任意 性 推出 
K 是 G 的 不 变 子 群 . 

3. 任意 x,yEN, 由 Hi=xH,Hy=yH 得 

H(zy)=x(ty)= r(yH)= (ry)H, 

即 知 zyE N. 青 由 Hz=xH 得 xz! 日 = Hr /知道 ziEN. 所 
以 ,N 是 G 的 子 群 . 

对 于 EH, 当然 有 到 =hH, 故 HGEN. 

任 取 zEEN, 恒 有 z= Hr, 这 说 明 开 是 N 的 不 变 子 群 . 

4. 若 yE 避 ,那么 ,对 任意 AE 五 都 有 

hy= Mh, 

当然 有 , Hy 二 yH. 故 CSN, 且 容易 验证 C 是 N 的 子 群 . 

进一步 ,对 任意 zE N，yEC, 我 们 来 证 明 zyz ' EC. 

任 取 EH, 由 于 Fre=xH, 必 有 上 EH 使 
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一 


于 是 有 
h(xzyr ') 
=(hr)(yr ') (结合 律 
=(zk) (yr ') (Rr= xk) 
一 z( 深 ) (EC) 
一 zy(z A) 《工大 二 到) 


5. 在 群 态 中 5 的 周期 是 4, 而 群 K 中 5 ,7’ 和 11° 的 周期 
均 为 2， 五 不 同 构 于 K. 

6. 计算 妆 , 庆 和 友 , 对 照 两 群 之 乘法 表 、. 

7. 先 证 明 o 是 单 射 . 若 有 x,y&€G， 

zr = WO D， 
两 疯 左 乘 y' , 右 乘 /(x), 得 
y x= fy flr)= f(y !x). 

由 所 给 条 件 知 y 'z=e, z=y. 

有 限 群 上 的 变换 只 要 是 单 射 必然 还 是 满 射 ;从 而 为 双 射 、 

8. 令 


co ’)~ 6 
|, a) etis, 


即 得 (G ,+ ) 到 (C, + ) 的 间 构 映射 . 

再 令 

可 | | at+ip, al+6°A0, 
-ba 

则 得 CG* ,*) 到 (C* ，) 的 映射 . 容易 看 出 ,这 是 个 双 射 . 

进一步 , 任 取 

(5 中 (5 中 + 70, Ot dF0, 
都 有 
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=(ac- bd) +ilad + we) (z 的 定义 ) 
=(atib)(e tid) (复数 乘法 ) 


(rd 


9. 因为 (zy)*= zy 赦 也 . 自 Ker(o)=1zEGlzr"=el. 
10. 矩阵 


A-(e 中 ， a#¥0, da#0 


0 ad 
1 -和 

的 遂 算 阵 是 1” 2" | .从 而 
10 a 


“lo eh lo js 


这 里 我 们 不 需要 算出 z 就 足以 说 明 问题 . 
令 
cf ae， aa 天 0，d 天 0， 

则 得 到 G 到 非 零 实 数 乘法 群 (R* ， ) 的 一 个 映射 .显然 是 个 满 射 . 
计算 的 核 , 窍 阵 4E G 属于 Ker(a) 的 充 要 条 件 是 4“=1, 也 就 是 
AEK, 即 

Ker(o)= K. 
由 群 同 态 基本 定理 得 G/K ~(R* ,*). 


11. 商 群 Q/I 的 每 个 元 素 就 是 一 个 有 理 数 澡 对 1 的 陪 集 全 + 


1, nA0. 
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不 管 到 是 正 是 负 ,我 们 总 可以 要 求 =>0- 那么 


#1)= (Rt) tm til 
n EL a 


而 I 就 是 群 QI 的 零 元 . 
所 以 ,QI 的 每 个 元 过 的 周期 { 阶 数 ) 都 是 有 限 的 . 


第 四 章 环 与 理想 


习 题 一 


2. 若 尺 可 换 , 对 任意 ec,6ER 有 四 = 如. 从 而 
(atb)(la-b)=a tha-ab-b =a -Bb. 
反之 , 若 对 任意 a,5E 尺 恒 有 (a+68)(a 一 5b)=u? 一 如 ,而 由 
分 配 律 知 
(a+b)(a-b)=a tha~ab—h, 
故 得 ba -a6=0, 即 ab = Ba. R 可 摘 . 
3, 要 注意 , 按 规定 a -5 就 是 a + (~5), 于 是 
| 
=at[(-6)+6)+( -ec). 
而 (一 5)+6=0, 责 (a-b)+(b-e)=at+(~c)=a-e. 
4. 任 取 aE€R, 由 ee=e 可 得 
rre'err'e, (re~zr)e=0. 
由 于 e 不 是 零 因子 ,ze 一 xz 只 能 等 于 0, 也 就 是 x"e=z. 同 理 可 知 
ez= 工 .由 工 的 任意 性 知 e 为 R 的 恒 等 元 . 
6. 著 只 是 有 1 的 交换 环 量 满足 消去 律 ,那么 ab =0 芍 涵 
a*6=a*0, 导 到 5=0. 
7. 车 (R, +,，*) 是 有 5 个 元 案 的 环 ,那么 (RR, + ) 是 有 5 个 元 
此 的 加 法 群 .由 于 5 是 素数 ,( 只 ,+ ) 必 为 循环 群 ,可 记 为 
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R=|0,a,ata,atataatat+atal. 
按 已 约定 的 符号 ,就 是 
R={0,a,2a,3a,4a]. 
任 取 R 中 元 束 ma ,na, 则 
Cma)* (na)= mata'a). 
让 于 R 是 个 环 a*a ER, 必 有 0&4 使 a4"a= ka, 从 而 (ma) 
“(na ) = mnke . 同 理 (na) (ma)= mnka. 


习 题 二 
1. 子 环 9" ,2" ,4 } 中 4" 为 伍 等 元 , 子 环 0' ,3 | 中 3* 是 恒 
等 元 . 
2. 若 有 理 数 
班 。 殉 
2 


是 锋 约 的 ,2 和/ 者 与 六 互 案 , 即 不 能 整除 ,2, 则 p 亦 不 能 束 
除 以 ,从 而 至 -过 通 分 后 分 母 w 不 能 被 整除 , 既 约 后 也 不 能 被 
整除 ,从 而 


3. 任职 于 ,二 EK,， m= 所 ， :一 # ,其 中 大 ,! 是非 负 整数 .不 
芒 设 三 ! 则 


mp ts ms ms 
p p 了 于 pr 的 pe 
它们 婚约 后 分 母 仍 为 p 的 车 干 方 (包含 p 的 0 方 ,分 母 为 1, 此 有 
理 数 为 整数 的 情形 ). 
4. 101,i0,al ,10,6}, {0,c),R. 
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5. 车 xz,yE 5, 必 有 于 整数 m,n 使 mr 一 0， ny 二 0, 从 而 
mn(xt+y)=n(mr)+m(ny)=0, 
即 二 +yES， 

对 任意 rER 及 xES, px=0, 有 
m(rr)=r(mzr)=0, 
mt{ar)=(mr)r=0, 

Drr,rrES. 

6. 先 证 f= el+es -eles 有 如 下 性 质 
Eeeyr+elez 一 le 一 el， 
e2 一 ezet 十 eazez 一 ele2 一 e2， 

于 是 知 天 = (e+ ey)/=el+ es==/, 了 为 单方 元 . 
由 于 f=eites~eies€(ei,e2), 且 
er=efE(), =ef€(f), 
即 知 (1)= {ei ,e;). 


习题 三 


1. I 的 单位 有 [1],[2],[41,15] ,1771,18]; 零 因子 有 [0],13]， 
[6]; 周 期 为 3 的 元 罕有 [3] 和 [6]; 忆 期 为 9 的 有 [1],[2],[4]， 
[5],[7],[8] 

2. 环 了 (16) 的 单位 有 [1],[3],[5],57],F9],[I11],[13]， 
[15]. 若 WC16) 的 子 环 S 含 上 述 元 察 之 一 , 设 为 [i],S 为 子 环 , 必 
含 

[i]+[i]=[2i], 
因为 2; 是 个 偶数 [27] 必 为 [0],[2]，…[14] 中 的 一 个 , 记 为 [] . 
由 于 i 和 j 两 数 一 奇 一 偶 , 必 有 整数 有 ,! 使 后 + 二 =1; 从 而 
elil+ [Lj]=[1]. 
而 [站 和 [Lj] 都 在 S 中 , 赦 [1]&S. 从 而 (16) 的 所 有 元 素 都 在 
3 中 . 
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3. 对 任意 u€ER, 有 

(etD(atI)=eat l=atl=aetI=(atf)(e+7)., 
这 说 明 e+ 了 是 RiI 的 恒 等 元 . 

在 偶数 环 下 中 ,理想 

(6)= 1.…, -6,0,6,…}, 

作 商 环 E1(6). 

EE 是 没有 恒 等 元 的 环 .但 商 环 

E/(6)=1(6),2+(6),4+ (6)} 

中 ,4+(6) 是 恒 等 元 . 

4. 整数 环 工 为 无 零 因子 环 , 但 其 环 和 4) 中 C24+ (4)):(2+ 
《4))={4), 即 2+(4) 是 11(4) 的 一 个 零 因子 . 


所 有 形 如 
m ol 
| mn€l 
0 a 
的 矩阵 在 和 矩阵 运算 之 下 构成 的 环 记 为 R; 记 有 形 如 
[0 | 
| |， El 
lo i 
的 矩阵 组 成 尺 的 一 个 理想 于 坎 环 RJ 的 元 案 恒 可 由 形 如 
|” | 
， mEI 
id n 


的 矩阵 作 代表 ,可 以 看 出 R/T 为 无 零 因 子 环 ,但 R 中 有 很 多 零 因 
子 . 
5. 任职 rER, 由 于 RAT 的 元 素 加 法 周期 有 限 必 有 正 整数 
zm 使 得 
m(r+I)=mrt+I=1, 
也 就 是 mrE 工 面 工 的 每 个 元 的 加 法 周期 有 限 , 又 必 有 正 整数 : 使 
得 (mr)=0, 也 就 是 (tmz)r =0,r 的 加 法 周期 有 限 . 
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[IQ ee 
e060- | 
lI0 x 


2. 对 十 任意 一 个 韭 汰 有 理 数 a ,我 们 可 使 其 分 子 与 分 母 既 约 

有 分 母 大 十 零 . 设 
a=min, (mn)=1, n>0, 
而 且 这 种 硼 法 是 出 a 唯 - -确定 的 .由 于 
flna)= fm)= gm) = gna), 
而 /和 g 都 是 同 态 映 射 , 故 
flna)= flat ta)=nfla)=ng(a). 

两 端 同 乘 实数 1fn, 即 得 /(a)= g(a). 由 a 之 任意 性 可 推出 
f=g, 

3. 任 诛 .zyE f(S), 必 有 s,tES 使 得 r= 了 (s), y= 了 (71). 
从 而 

zy -AD=FST+T(OD)= f(s ~), 
y= f(s) fe) = fst). 

由 于 stES,S 是 及 的 子 环 , 故 -exeES, 从 而 过 -yy， 
zyE CS). 

4. 了 实际 上 是 R 到 RJ 的 白 然 同 态 限制 在 1 上 而 已 ,了 是 个 
环 同 态 - 

I 中 元 素 .r 属于 Ker( /) 当 而 且 仪 当 .x+] = 了 ,也 就 是 x EJ， 
rEINT. 故 Ker(f)= INJ. 
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5. 由 于 对 任意 a+5Y3,c+dy3€ 耳 有 
fllatc)+(h+ dW3l= flatbv3)+ /fle tdyv3), 
而 息 


fl{atby3)(c + dv3)) 
=f{ac+3bd + (ad + beW3) (复数 乘法 》 
=(act36d) — (ad + bcW3 (大 的 定义 ) 
=(a~ bv) (ec -dv3) (复数 乘法 ) 
=/(atby3)f(et av3). (Ff 的 定义 ) 


任 取 at6by3E€ET, 则 
fia—by3>atby3. 
所 以 ,fF 是 满 的 ,Img(/)= 工 . 
车 a-bY3=c-dY3, 则 
a~e=(6- dW3, (x) 
如 果 5 一 d 关 0, 则 有 
3= {a ~e)(6 -ad). 
推出 /3 是 有 理 数 ,矛盾 . 故 5 一 d =0, 再 由 Cx ) 推 出 a -c=0, 也 就 是 
a=c, 6=d, 
从 而 a+ bY3=c+dy3. 这 说 明 是 单身 ,Ker( 了 )= 10}. 


习题 五 


2. 任 到 (r,s)E€ RB5 .由 于 rER 是 周期 有 限 的 , 必 有 正 整 
数 m 使 mr=0. 又 由 于 s€ S 也 是 周期 有 限 的 , 必 有 正 整 数 = 使 
得 凡 =0. 于 是 

ma(r,s) = 一 (zaaryza5y= (0,0). 

3. 任 取 (r,s)E RBS, 必 有 正 整 数 m,n 使 

"=0, 5"=0. 
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从 而 (rs 一 =(r ”=(00)- 
4. Ker(f)=INJ. 


复习 到 
1 十 在 (Q, + ) 中 生成 的 子 群 是 
这 2 各 下 


了 在 (Q- 104，…) 生 成 的 子 群 是 
i2" ln€ll; 
二 在 (Q, + ，) 生 成 的 子 环 是 


los( 二 (Teb ae 了 


去 在 (Q, + ，) 生 成 的 理想 是 Q 本 身 . 


2. 由 于 环 R 是 有 1 的 交换 环 ,所 以 它 的 任意 一 个 元 素 g(z) 
生成 的 理想 是 
latx)g(r) lh (rz)}E RL!. 

车 (2,z) 是 由 g(x) 生成 的 , 则 必 有 (x),h(r)ER， 
2=k(zx)g(z), r=h(r)ge(r). 
使 前 式 成 立 之 g(x) 只 有 2, -2,1 和 ~1, 使 后 式 成 立 g(z) 只 能 

为 4+,~z,1, 一 1. 但 1 和 -1 都 不 在 (2,z) 中 ,矛盾 . 

5". 车 ri,r;€ET, 那 么 ,对 任意 xET， 

(rm rr=riz- rortl. 
而 对 任意 a€R 及 rE 下 有 
(ar)rz=alri)€E1， 对 每 zxET， 

这 说 明 arETT. 

6. 直子 环 .因为 若 2mj 241E S, 则 
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2mmln +2k1t = (2rmt + 2kn YN {nt), 
其 分 母 为 奇数 ,分 母 为 偶数 ,它们 若 有 公 因 数 并 必 为 奇数 , 既 约 后 ， 
必然 是 分 母 为 奇数 ,分 子 为 偶数 ,从 而 2mfn +2&11ES. 
同 理 , (2zzjm) (2k1 DE S. 


但 S 不 是 理想 ,因为 2E S, 才 EQ, 但 I=2 ,二 人 Q. 


7. 商 环 I(p?) 的 单位 有 
1+(p) Cp—D+(p) pt1lt(p) ,ee, pp-1)+1+(p). 
而 轿 零 元 有 2 个 ,是 
(p),P+(p),, (P-LDP+ (pp). 

该 环 之 非 单位 全 寡 堆 . 

8. 只 有 一 个 非 平凡 理想 | (p?),p+(p")}. 

9. 4e 二 4e? (2e)(2e), 而 民 无 等 因子 , 故 由 4e=0 推 出 2e=0. 

10. R 中 的 1e,a,eji 形 成 一 个 乘法 群 , 进 而 是 个 3 阶 循环 群 ， 
必 有 a? =6. 故 乘法 表 是 
0 


na ol. 
oo00 
naol 
« yn la 
Ra role 


中 vo 


11. 由 于 届 的 阶 数 (作为 加 群 ) 为 4, 而 。 的 周期 必 为 4 的 因 


于 ,同时 e+e 二 a 关 0 说明 。 的 周期 不 为 a ,所 以 e 的 周期 只 能 是 
4. 从 面 e+e+e=6. 其 加 法 表 是 


+ 0 e 下 a 
0 0 e a 5 
e e «a pb 0 
a a 6 0 e 
b b 0 e a 


根据 分 配 律 ,容易 算出 其 乘法 表 
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四 
R 
Ii 
Ee 
SN 
o 
nL 
人 


0 0 0 0 0 
e 0 e a b 
2e=a 0 a a Ed 
3¢e=6 0 b a 2 


12. 若 有 整数 wm ,n 使 得 mm? -3y 二 992, 那 么 ,在 自然 同 态 下 
m+(3)- (3n:+(3))=992+(3), 
m+ (3) ~ (3) (Cn? + (3)) =2+ (3). 
由 (3) 是 商 环 中 的 零 元 , 它 与 任何 元 的 积 都 是 零 , 故 得 
m? + (3)=2+(3), 
Cm+ (3 m+ (3))=2+ (3). 
但 G3) 中 ,1+ (3) 和 2+(3) 的 平方 都 是 1+(3), 绝 没有 元 素 的 平 
方 为 2+ (3), 了 矛盾 ， 
13. 车 有 整数 m,n 使 得 
m? — 17y? = 855, 
在 I 到 YW(17) 的 自然 同 态 下 , 必 有 
Cm + (17)) (zm + (17))=855+ (17). 
由 于 855=17'50+5, 帮 应 有 
Cm + (17))? =5+(17). 
仔细 计算 商 环 11(17) 各 元 素 的 平方 ,只 有 0+ (17),1+ (17)， 
4+(17),9+(17),16+ (17),8+ (17),2+ (17),15+(17),13+ 
(17), 绝 不 出 现 5+ (17). 


第 五 章 从 环 到 域 


习题 一 


上 由 于 ap 关 0, 故 a 关 0. 若 a 为 零 因子 ,有 c 关 0, 使 ce =0， 
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那么 so 
clab)=(ca)b=0, 

与 ap 不 是 零 因子 的 假定 相 才 盾 . 

2. 车 o 不 是 零 同 态 , 则 必 有 c(1) 天 0. 若 不 然 ,对 任意 <E 下 ， 

ola)=ala1)=o(a)a(1)=0. 
进一步 ,由 于 
ol1)}=a(1°1}= 0(1)o(1), ol1)¥0, 

而 严 是 域 ,o(1) 必 有 逆 , 将 上 式 两 端 同 乘 ec(1) 的 道 , 得 ol(1)=1， 

如 果 F" 是 个 一 般 环 ,有 人 恒 等 元 1, 不 能 保障 o(1)=1 .例如 ， 
下 是 实数 域 ,F' 是 所 有 2 阶 方 阵 构成 的 矩阵 环 


| 
oo 0 


是 无 到 FF' 的 环 辣 态 缺 射 ,但 a(1) 不 是 FF 的 恒 等 元 . 

3. 由 于 D 是 交换 的 ,该 式 等 于 

({d-a)(d—6b)(ad -ec)=0. 

而 D 无 零 因子 , 必 有 4 -a=0,d ~b=0 或 者 dc=0. 

4. 设 下 是个 3 元 域 , 它 有 零 元 0 和 全 等 元 1, 现 将 下 记 成 
10,1,a| .由 于 ( 严 ,+ ) 是 个 3 元 群 ,必然 是 循环 群 , 故 知 1+1= a. 

再 据 乘法 分 配 律 ,可 将 下 的 乘法 表 完 全 确定 出 来 

| 0 1 


” 一 人 四 
0 0 0 0 
1 0 i a 
a 0 a 1 


5. 若 (F,+，) 是 zu 元 域 ,那么 (F ~ 101,:) 就 是 mx -1 元 
群 .由 拉 格 朗 日 定理 ,对 任意 a€ 玉 - 10} (也 就 是 a€ FF, a#0) 有 
a"'=1. 当 然 有 a” =a. 而 a =0 也 满足 此 式 . 
6. 对 任意 a+bV -7,c+d V -7E€R, 由 于 
(a+bV -TD)-(ctdV -7)=(a-c) t+(b -dV -IER, 
以 及 
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(atbv -Detdv 7)=(ac Th) +t (ad th) -IER, 
知道 R 尾 C 的 子 环 . 
车 (a+6V -7)ER,(ath vy -7)#0, 则 a 关 0, & 才 0 从 而 
++75 关 0, 所 以 
a bb 
a +7b” a +7b 
都 是 实数 .从 而 


4 i /一 
qt a 5 7ER. 


而 且 
(a thy 7) (re 2 vv 让 =1 


十 752 02 十 7 呈 


这 说 明 R 的 每 个 非 零 元 均 有 逆 . 
习 题 二 


1. 环 J(p?) 中 
(pO prip), p+ (p,m (pp-lD)pt+(p’) 

构成 一 个 理想 . 它 是 该 环 的 唯一 的 一 个 极 大 理想 ， 

2. 设 了 为 万 的 素 理 想 .项 a,pE 了 -了 也 就 是 a,5 气 7?，, 那 
么 ,因为 1 是 D 的 案 理 想 , 必 有 ab 全 1 ,也 就 是 ED-1,D-I 
在 刀 的 乘法 之 下 封闭 . 

设 吕 ~ 了 在 DD 的 乘法 之 下 封闭 . 若 有 a,5ED 使 得 ap 了 , 那 
么 , 必 有 aET 或 者 5E 1; 若 不 然 ,由 a,6&J,，a,5ED- 了 可 推 
出 bED-T,BT ab &I. 

3. 著 有 R 的 理想 NN 使 得 MC_NCR, 设 EN, zx 久 M. 由 于 
工 必 为 单位 ,而 N 是 理想 ,从 而 得 7 !+=1E N, 对 任意 rER 有 

r=r"1€EN. 

4. 设 卫 是 RR 的 案 理 想 . 任 取 a’ ,bE R’, 如 果 a’b’€E fF(P)， 

由 于 了 是 满 的 , 必 有 a,bER 使 得 
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Fa)=a ， f(b)=6". 
于 是 f(ab)=a6’ Ef(P). 即 有 rEP 使 
ab -rE€EKer(f). 
但 Ker(f) 夺 P, 所 以 a5E€ P. 由 于 PP 是 R 的 素 理 想 , 推 知 a€EP 或 
bEP, 从 而 
a’'=f(a)€Ef(P) 或 6 =f(5)Ef(P). 
设 P' 是 RR' 的 素 理 想 . 任 取 44,8ER, 如 果 ab 所 了"1'(P'), 即 
f(a5)EP', 则 由 . 
fa flB)= fab) EP 
及 P 户 是 R' 的 率 理 想 可 推出 f(a)E P' 或 者 f(5)EP', 也 就 是 
a€f 1(P' ) 或 者 5€ 1(P'). 
5. 由 于 10| 是 R 的 素 理 想 ,由 定义 知 R 关 |01, 取 xER, z 关 
0, 必 有 和 >1 使 得 zx”=x. 于 是 ,对 任意 aE€R 有 
zz a-a)=2"a -za={(r"— zx)a=0. 
但 z+ 关 0, RR 为 宗 环 , 故 有 
zx" la~a=0， 对 所 有 aER 
这 说 明 xz" :是 R 的 恒 等 元 , 记 为 e- 
对 任意 ER ，a 天 0, 必 有 >1 使 o= ea 那么 , 必 有 
oa 一 a=a(a 一 e)=0. 
而 ca 天 0, 故 we=0, or 1=e. 由 于 na>1l, mr-1l 当 -1 
=1 时 ,说 明 a=e, a 当然 有 逆 , 当 nn-1>1 时 ,有 、 
ee 一 ar !=a” ra, 


鼻 时 a 亦 有 逆 元 - 
习题 三 


1. 按 命题 于 ,在 环 (及 ,#,@) 中 ， 
{1,7)(1,s))= (1,5)(1,7)= (1,0), 
北 元 是 唯一 决定 的 . 
2. 按 定理 1, 令 
466 


| asbER, 5#0. 


la 
of 
则 o 是 环 同 态 ,是 单 的 ,又 是 满 的 . 
3. 建立 RR 的 分 式 域 Q 到 实数 域 的 映射 
| ,mt ny2 
P+ev21 +dv2 
后 边 的 分 号 就 是 通常 的 实数 的 除法 , 可 以 证 明 ,e 的 定义 是 合理 
的 ,而 且 o 是 民 的 实数 环 R 的 环 同 态 映 射 ,而 且 是 单 射 ， 
5 在 R 中 的 像 
Sweet oz 
是 玉 的 一 个 子 域 .由 于 
miny2_ mp—n —_ my 
ra pa 
即 S 中 每 个 元 均 可 写成 < + 5Y2 形 式 , 其 中 a,6 是 有 理 数 . 
反 过 来 ,对 任意 有 理 数 a ,5 , 设 
a=min, p= pla, n,q#0. 


P,aA0, 


则 
atbVI=m+ Ly/= m+ pes. 
nty 2 


所 以 S= ta+8v2la,5 是 有 理 数 |. 
习题 四 


1. 计算 多 项 式 的 系数 . 
2. 五 是 由 0 和 天 中 所 有 3 次 多 项 式 的 首 系 数 构 成 的 集合 . 
车 ua,5E 五 , a 隆 0, 5 尖 0, 那 么 , 必 有 
ao+azd+eaac 1ar’€EK, 
bot brtbhar br EK. 
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从 面 知 
(gotbo) tatb)rtlatb)r + (a+ bx EK. 
如 果 a +5=0, 显 然 已 有 a+ 6, 如 果 a +5b 尖 0, 那 么 , 它 就 是 
上 面 的 那个 K 中 的 三 次 多 项 式 的 首 系 数 , 亦 有 e+5E 五 . 
3.z+4 xz2+3 +2 ,x +3" zt+2 
4. (2 过 +1)(2 z+1")=1". 
5. 多 项 式 f(z) f(c) ,以 < 为 其 一 根 .用 命题 6. 
6. 由 于 c(.P)(z)= 了 f(x), 我 们 任 取 F[z]j 中 两 个 多 项 式 
f(z),g(.r), 有 
olf +g)(z)= (f+ ear)= fr) + g(x’), 
[of talg) Nr)=o (f(x)+t olg)r)= f(z) + g(x’), 
Bolf+g)=o(f) +a(g). 
同样 也 有 
ofg)(z)= fa) )= fr ) g(r) = Co fr) og)(z)), 
也 就 是 a( fg)=o(f)a(g). 
7. 设 
fx)=a0 tayrr tt ar”, 
Blz)= bt brtet bse”, 
那么 ,我 们 配 上 些 0, 可 认为 ni = 
pf rtg(r))= pa + ho) t+ (a + b,) rw") 
=o(aot+ Bo) t+ oa, + hb,)z" 
=[o(ao) t+ ola)r") 
+ [olbo) te to(b,)2") 
=p[fCr)) + ple(zr)}. 
同 理 , p[ f(x)g(r)]l= p[f (zx)) pl g(x)). 
R[xzj 的 多 项 式 
f(x)=a0t art'tar EKer(p) 
的 充 要 条 件 是 其 所 有 系数 ao,… ,a, € Ker(o). 
468 


习 题 五 


1. 用 e 代表 FF 的 恒 等 元 ,可 以 证 明 ,下 的 每 个 非 零 元 素 a 的 
( 吉 法 ) 周 期 与 e 的 周期 相同 . 
若 有 正 整数 n 使 得 we =0, 那么 
na= nlea)=(ne)a=0. 
车 有 正 整数 mz 使 得 za =0, 那 么 由 
ml(ea)=(me)a=0 
及 a0 知 me =0. 
2. 域 的 特征 数 与 其 恒 等 元 的 加 法 周期 相同 , 域 与 其 每 个 子 域 
有 相同 的 恒 等 元 . 
3. 车 a 是 域 F 的 自问 构 ,e 是 下 的 恒 等 元 ,那么 必 有 
ole)=e, oa(0)=0, 
但 P 是 由 e 和 0 生成 的 ,a 不 变 e 和 0 则 必 不 变 PP 中 任何 元 素 . 


复 习 题 


1. 车 z,yEP(TD, 必 有 正 整数 mm 使 
El 
从 而 

(2 
上 面 等 式 端 每 个 加 项 中 或 者 x 的 方 次 大 于 等 于 或 y 的 方 次 
大 于 等 于 ,从 而 每 项 都 在 了 中 ,进而 知 = - yE P(I). 

对 任意 rER 及 XEP(T), 设 x"?ET, 那 么 

(rr)"= rr ET, 
从 而 知 rc€E P(I),P(7T) 是 民 的 理想 . 

由 于 了 CSCI, 故 P(P)SP(D). 反 之 ,车 zxEP(T), 有 正 整 数 
使得 x* EI, 那 么 zz ET, 因而 rEP(D), 即 知 "P{I) 守 
P(r). 

如 果 了 是 环 R 的 素 理想 , 当 x EP(1) 时 , 设 正 整数 nr 使 zx* 

469 


1 那么 ,由 |! 的 素性 , 必 有 xE1. 这 意味 着 PITDST 而 JEEPCD 
是 显然 的 . 
2. R 和 R[xz] 的 特征 数 都 等 于 恒 等 元 的 加 法 周期 . 
3. 由 于 ao 二 了 (0), 据 §4 之 命题 2 
o:f(r)=f(0) 
是 个 环 同 态 映射 . /(x)€ Ker(o ) 的 充 要 条 件 是 1(0) = ao=0. 当 
(x) 之 常数 项 为 0 时 ,各 项 的 可 以 提出 来 写成 
f(z)=g(r)r, g(r)ER[z]. 
这 说 明 f(z)€ Ker(o) 的 充 要 条 件 是 f(x) 属 于 生成 的 理想 
(Cz). 所 以 Ker(o)= (7). 
由 于 o 是 个 满 射 ,由 环 同 态 的 基本 定理 
R[xz]Ker(o)=R. 
4. 2 一 工 . 
5. F(z)E(g(z)) 则 必 有 内 (z)EEiz] 使 
f(x)=g(r)h(z), 
从 面 deg(E(z)) 迄 deg(CF(z)), 反 过 来 还 有 
deg(FCzr))<deg(E(z)). 
6 . 由 于 
gos'od:Tral(crtd)t+b, 


故 msccs= ow.m4+s SG. 青 由 


Gr sc ga = eos 

知 es 的 逆 亦 在 如 中 .G 是 下 上 变换 群 的 一 个 子 群 . 
规定 

Pioas a, dsEG, 
则 得 到 G 到 下 的 一 个 满 射 .容易 验证 ,这 是 个 环 同 态 ,由 环 间 坊 基 
本 定理 知 

Gi/Ker( p)F. 
计算 Ker(q) ,oo,s€ Ker(g) 当 而 且 仅 当 a = e, 放 知 Ker(g)=K. 
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从 而 知道 CAKSEF 
7, 由 $1 之 命题 1 知 含有 限 个 元 素 的 整 环 必 为 域 . 若 下 为 6 
元 域 , 它 的 5 个 非 零 元 构成 一 个 乘法 群 ,5 是 个 素数 ,这 个 乘法 群 
必然 是 循环 群 . 从 而 可 把 下 的 元 素 列 出 来 ,写成 
F=10,1,a,a ,4 a}. 
看 下 的 元 素 [+ a, 它 显然 不 能 等 于 1, 也 不 能 等 于 a. 若 
1+a=0, 即 w= -1 刚 推 出 a?=1, 与 a 的 乘法 周期 为 5 矛盾 . 
苦 1+a=a?, 那 么 由 
(ltay=lta’=(a) =1, 
推出 a’ =0, 冻 盾 .同样 1+4 关 a’?, 1+a 关 a 
这 说 明 木 存在 6 个 元 素 的 整 环 . 
8. 看 x 和 生成 的 理想 (x,y*), 有 
(xz)E(r,y), 
同时 YE(z,y), 但 (zx); yEQ[r,yj, 但 yE(z,y?), 才 
(xz)C(r,y CQLz,y]. 
(x) 不 是 QLz,y] 的 极 大 理想 . 


第 六 章 ”因子 分 解 理论 


习题 一 

1. 单位 有 1" ,2” ,3" ,4' ;相伴 元 有 

2'z3 tr 2 Zit3*z; 3'z+4"7. 

2. 若 妇 +z+ 王 不 是 下 [xz] 的 不 可 约 元 , 设 F(z) 一 zs 十 工 
+1 二 g(x)h(zx), 因 为 g(z) 不 是 零 多 项 式 , 它 的 次 数 只 能 是 1， 
2,3 次 和 0 次 .车 g(x) 是 0 次 , 它 是 常数 多 项 式 ,而 [xz] 的 常数 
多 项 式 只 有 一 个 就 是 1, 是 个 单位 ,说 明 g(x) 不 是 非 平 凡 因 子 ;车 
B(x) 是 1 次 多 项 式 ,由 于 [xz] 只 有 2 个 一 次 多 项 式 

+ 
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由 于 f(0” ) = 二 天 0, 故 zz) 再 由 大 (人 ) = 上 天 0, 又 知 
(z+1l f(x). 这 说明 fz) 没有 1 次 的 非 平 凡 因子 .进而 它 也 
不 能 有 二 次 的 非 平 凡 因 子 . 

3. 在 环 I[V 一 2] 中 ,5 是 不 可 约 的 . 可 以 仿照 例 5 定义 
ILV 一 2] 到 1 的 映射 

piath wy -ra +26°, 
如 果 有 a,5,c,dE€1 使 
5={u+tbv -2)(ctray -i), 


那么 必 有 
25= (a +26°) (0 +2d’). 
车 整数 a* + 26? 与 5 相伴 (在 整数 环 工 中 ), 必 有 a?+282= 5, 巴 
盾 . 所 以 
e+262= 工 或 cz+2d2= 工 . 

也 就 是 a+hV -2= 圭 1 与 5 相伴 ,或 者 ct+dvV -3=+1 与 5 
相伴 . 

4. 车 a=5, 则 -a 就 是 za 与 x -5 的 最 大 公 因 子 . 

著 a 隆 5, 由 于 xz- az 一 都 是 一 次 的 ,它们 的 公 因 子 只 能 
是 一 次 的 或 党 数 多 项 式 . 若 

(crtad)|(r-a), (cr ta)l{zr -5), cA0, 

则 crtd 与 x -a 间 为 一 次 多 项 式 ,是 相伴 的 . 同 理 cx + 与 
工 一 如 相伴 ,最 后 导致 z 一 a 与 x 一 5 相伴 .用 长 除法 得 = 

6. 如 果 整 除 关系 在 D - 101 上 是 个 等 价 关系 .用 e 代表 中 的 
和 恒 等 元 , 任 取 aeEDD， 4 天 0, 由 于 ee ,而 整除 是 等 价 的 , 必 有 < je， 
4 为 单位 . 

7. 车 zl2, 有 y= xur, 从 而 yE(z)， (>) 三 (z) 若 (y)S 
(z), 则 yE(z), 有 zaED 使 得 y= wx， zly. 

并 和 y 相伴 的 充分 必要 条 件 是 z1y 且 y|z, 利 用 上 款 , 又 得 充 
要 条 任 (z) 守 (y), (y)E(z). 
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车 y 蚌 xz 的 非 平凡 因子 ,y 是 .= 的 因子 , 故 (z)SE(y)5y 与 工 
不 相伴 , 玖 (zx) 隆 (y); 从 而 有 (z)C(y). 而 (y)= DD 则 意味 着 y 是 
单位 , 芽 盾 .总 之 ,(r)CC(y)CD. 

反之 ,(z)C(y), 则 ylz. 但 y 不 与 x 相伴 ,而 (y)CD 意味 
着 y 不 是 单位 ,所 以 ,y 是 x 的 非 平 凡 因子 . 


习题 二 
1. z+4" 
2. 因为 a,5 互 索 , 必 有 c,d€DD 使 
ae + bd=1, 
两 端 同 乘 < ,得 
cec + bed =c, 


由 于 al(aec) 和 a|(bcd) 知 ale. 

3 . 设 是 环 S 的 一 个 理想 ,那么 广 !( 站 就 是 环 R 的 一 个 
理想 .由 于 RR 是 主 理想 环 , 必 有 rER 使 广 ( 门 =(r). 

任 取 xE€ 了 ,由 于 了 是 满 的 , 必 有 aE€R 使 f(a)=z, 由 于 a€ 
1(1), 知 有 cER 使 a=cr. 于 是 

T=f(a)= f(r)= FO)F CEC)). 

所 以 [C(x)). 反 过 来 ,又 因为 -EF (1D),f(r)ET 知 (f(x)) 
壬 上 这 说 明 ,f 是 由 f(r) 生 成 的 .由 了 的 任意 性 邑 知 S 是 主 理想 
环 ， 

4. 1, 1,i, 一 

5. 看 复数 -1+ 3i 的 模 数 的 平方 1+ 衬 = 10, 阁 复数 a +i 所 
G 是 -1+ 3i 的 非 平凡 因子 ,那么 a? + &b? 必然 整除 10, 只 能 是 2 
或 5, 得 

~1+3i= (1+D(1 +20). 

再 看 两 个 园子 的 模 数 ,可 断言 1+ i 和 1+2i 在 G 中 都 是 奈 的 . 

6. 车 a 是 单位 ,由 4(6)= 4d(a), 可 知 5 整除 DD 的 每 个 元 
聚 ,从 而 5 亦 为 单位 ,u 与 5 相伴 . 
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车 a 不 是 单位 且 a 与 已 不 是 相伴 的 , 则 与 命题 3 矛盾 . 
习 题 三 


B(xT)=ar" + +artao, 
(rT)=b rx” + thirtbo, 
那么 pf(xz) 的 系数 , 按 降 蛤 排 起 来 乃 是 
Gao 
as 1 
Gabm -2 + Qa-1 bm- + an -2 bn» 
aobo. 
由 于 phesy 知 | Bb. 又 由 户 1(asbm-t + asibw) 及 记 p15 知 
Pi《asbm-1) ,p15m-1 ,继续 下 去 , 即 知 p 150. 


复习 题 


1. zi +1 =(r+2°)(r+3"). 

2. xz?+ 工 +1' 是 其 一 个 最 大 公 因 子 . 

ZT tr) tt +t rt )= ri +rt+1". 

4. 车 dla, d165 则 dlr, 从 而 dla 且 a16 蕴涵 d15， dr. 反 
之 亦 然 . 


第 七 章 域 的 扩张 


习 题 一 
1. 工 ,圭一 3，z2 -2,7 +1, zz 二 1. 


2. 若 a 为 F 上 的 代数 元 , 设 p(xz)E Flz] 是 a 的 极 小 多 项 
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式 , 则 p(z) 为 不 可 约 多 项 式 .对 任意 FLz)EF[z], 如 果 F(a) 天 
0, 由 于 p(x) ,f(z) 互 素 , 必 有 g(x),h(r) 使 
CS) h(tr)p(lr)=1. 
于 是 知 
fla)gla)th(la)pla}= fla)gla)=1, 
这 说 明 PTIa] 的 每 个 非 堆 元 均 有 道 ,F[a] 为 域 . 从 而 下 [a]= 
F(a). 
车 Fla]=FF(a)， Ffa] 为 域 , 必 有 f(x)E F[z] 使 得 f(a) 
是 a 的 道 元 , 即 
fla)a=1, 
也 就 是 a 满 是 多 项 式 /(x)z 一 1. 
3. 可 以 断言 Q(W2 .12)=Q03). 
首先 ,2 =25 23.271, 而 24 =V3, 23 = ( 打 )* 及 2-'! 痢 在 域 
QQW55) 中 ,所 以 臣 = 估 也 在 QW, 并) 中 ;从 而 Q( 打 ) 忆 
Q(W242). 
反 过 来 ,由 于 
好 = (24)2， 寻 = 2), 
而 QG2) 是 个 域 ,所 CYZ,2 均 在 QG95) 中 ;从 而 
QQV55)SQG52). 
总 之 , 即 QY2, 江 ) = QQ2). 
习 题 二 
1. 一 方面 /2 +iE QW2,i), 从 而 
QWZ+i)EQW2,). 
另 一 方面 ,QWYZ+ i 是 个 域 , 从 而 
去 M3+D7= 2-iEQN2+iD- 
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进而 推出 
卫 (w5+D+C5-D=vVZEQU3+D， 


同 理 知 iEQ(Y2+), 故 
QQw5,DSQM5+iD， 

最 后 得 到 Q(Y2,1i) =Q(Y2 +1i). 

又 因为 QCV5,i=QW5)(D ,而 1V2, 是 QI) 在 @Q 上 的 基 
底 ,1,i 是 QCV2)(D 在 QW2) 上 的 一 组 基 , 故 

1 iiV5 2 

是 QI,.iD) 在 Q@ 上 的 一 组 基底 . 

2. 任 取 aE 天 ,ae 所 下 , 则 

FSF(a)SK， 

而 且 [F(a):F]I[K:F]=p. 由 于 与 素数 县 F(a) 取 FF, 即 
[F(a):F] 关 1, 知 [F(a):F]= pp; 也 就 是 K=F(a),K 为 单纯 扩 
张 


3. 车 aEK, f(a)=0, 那 么 ,由 
FEF(a CK 
即 知 [F(a): 玉 ] 必 然 整 除 [K :下 ]. 

嚼 一 方面 ,f(x) 是 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ,a 满足 f(x), 则 
[F(a):F] 等 于 f(z) 在 下 上 的 次 数 m. 所 以 得 到 mn. 这 说 明 
m 和 nn 的 最 大 公 因 子 是 mz. 

但 是 ,m 和 ? 是 互 素 的 ,从 而 必 有 m=1, 这 与 f(z) 在 F 上 
不 可 约 矛 盾 . 

4. 因为 /3= (V273) -2EQ(V2+ 育 ), 故 

Q(V2+73)=Q(W3) (V2+73) 


=Q(3.V2+v3). 
从 而 
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[Qe(v27v3):Q] 
=[Q(V3) (V273):QV3)] [QW3):Q]. 


[QV (v203) :QW3)] =2, [QW3):Q]=2, 
所 以 [Q(V2773):Q) =4. 


习题 三 


和 二 中 的 每 一 个 元 案 都 是 出 G 中 有 限 多 个 元 素 与 中 有 限 
多 个 元 素 加 \ 减 、 乘 、 除 得 到 的 .由 于 G 中 这 些 元 素 都 是 已 上 的 代 
数 元 ,FE 中 这 些 元 素 也 都 是 F 上 的 代数 元 ,从 而 , 据 命 题 2 ,它们 组 
合成 的 工 的 元 素 也 是 上 的 代数 元 . 

2. 由 于 下 之 特征 数 为 p, 故 对 任意 ,5 下， 

slutb)=(atb) =a +6 = oa)+o(b), 
olab)=(ab)* = arbt =o(a)olb). 

这 说 明 o 是 域 F 到 自己 的 ( 环 的 ) 同 态 . 

由 于 ca(1)=1 关 0, 知 Ker(c) 天 已 ,从 而 Ker(z) = {0} .这 说 明 
5 是 个 单 射 .再 由 F 的 有 限 性 知道 其 上 的 每 个 单 射 都 是 满 的 ,最 
后 就 证 明了 oa 是 个 自 同 构 映射 

对 任意 5EF, 和 由 于 so 是 满 的 , 故 必 有 aE 下 使 得 =a(a)= 
,又 由 于 o 是 单 的 ,进而 知 这 个 a 是 由 5 唯一 确定 的 . 

3. a 是 久 上 的 代数 元 ,那么 K(a) 是 K 的 有 限 扩张 . 从 而 
KK(a) 是 KK 的 代数 扩张 . 据 定 理 1 知 (a) 必 为 下 的 代数 扩张 , 特 
别 地 ,a 应 当 是 下 上 的 代数 元 . 


习 题 四 


1. 车 f(a)=0, 那 么 
(a? —2) ~3(o2 —2)+1 
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=a' -6a' +12a* —8-—3a +6+1 
a5 一 6o4+g9a2 一 1 
(a -3 -D(a -3a+1) 
=0. 
这 说 明 a? -2 是 f(z) 的 一 个 根 . 同 理 可 验证 出 2-a-w 是 /(x) 
的 另 一 个 根 . 
当然 也 可 以 直接 计算 ,在 C 上 有 
{ra)(r-a +2)(r+ta ta—2) 
=x +(-a-a t+2+a +a-2)z 
+(—a -a t+2a a -a +2a ta +20 
-4+a-l)rta ta -2a -a +2 
=7z +(-a’ -2a +3g +S -5)zr+1. 
把 a* 用 a(3a ~1) 替 之 (因为 a?=3a -1), 知 
~a’—2a +3a +52~5 
=~a(3a -1)-2(3a ~1)+3a+Sa—5 
=~—3a +a-bat2+3a +5a—5 
= 一 3. 
从 而 知 Fz)=(r-ae)(z-o2+2)zt+e2 一 aa 一 27 
据 此 可 知 , f(z) 在 Q(c) 上 可 分 解 成 一 次 式 连 乘积 .而 1,a， 
a 是 Qla) 在 Q 上 的 基底 , 即 [Q(a):Q] =3, 不 可 能 有 @Q 的 真 扩 
张 含 在 Q(a) 中 .所 以 Qo) 即 为 FA(z) 的 分 发 域 ， 
2. 设 有 限 城下 有 个 元 素 
- F= faaz… sar!, ai 天 0、 
看 下 上 的 多 项 式 
f(z)= (zr-a)(z-a) (ra)}ta. 
由 于 对 每 个 元 案 a, 而 言 屋 有 
flai)=aA0, 
即 六 x) 在 下 上 没有 根 ,从 而 f(z) 不 能 在 下 上 分 解 成 一 次 式 的 
连 乘积 , 下 不 是 代数 封闭 域 . 
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3. 设 巨 是 G 的 一 个 代数 扩张 , 任 取 EE, 则 G(5) 是 G 的 
一 个 代数 扩张 ,而 G 又 是 Q 的 代数 扩张 . 据 §3 之 定理 1 知 G(2) 
是 Q@Q 的 一 个 代数 扩张 , 即 G(6) 的 每 个 元 素 都 是 QQ 上 的 代数 元 ; 特 
别 地 ,6 是 Q 上 的 代数 元 ,由 G 的 定义 知 6EG, 再 由 的 任意 性 
知 上 E 刁 G ,进而 得 下 = G.G 是 代数 封闭 域 . 


复习 题 


1. 因为 ;2 在 有 理 数 域 Q 上 的 极 小 多 项 式 是 2? -2, 故 Q(C35) 
中 元 素 形 如 


Sa 


a+bI2+ ced, a,b,cEQ. 


{1192194) (a +bH+ted4)=1, 
由 于 1234 在 Q 上 线性 无 关 , 必 须 有 
a+2b+2c=1, 
gat+b+2ec=0, 
atb+c=0. 
从 而 推出 c=0, 5=1, a = -1. 这 说 明 -1+ 反 是 14+ 和 + 省 的 
道 . 

2. 由 所 SEEQM5), 16 QQW5), 故 1+VSEQW5),Q(LHV5) 
SQW5). 反之 ,由 于 -1EQ(L+Y3), 可 推出 -1+14Y3=Y3E 
Q(L+YS), 

QW5)EOQ( +Y5). 
同 理 ,Q(W2)= QQ -2). 
由 于 j4= 3》 92)EQG5),QG5) 是 个 域 , 故 
好 caG2)，QG4)SoG5)， 


同时 ,因为 向 = 二 (4) EQQ4), 知 QQ2)CQ(74). 所 以 ， 
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Q07) =Q84). 
同 理 , 由 入 = 二 HB)?E QGY8) ,知道 域 


Q(T) =QQ8). 

下 面 来 证 明 Q(1 +Y3) 开 Q(Y3). 首先 ,由 于 Q(1+Y3)= 
QW3) ,而 /3 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 是 x? 一 3, 故 QW3) 的 元 素 形 如 
at+hby3, a,bEQ. 

如 果 13EQ(W3) 有 a,5EQ 使 
13=at by3, 
则 由 a+&Y3 关 0, 及 1;3 在 Q 上 线性 无 关 知 a 取 0, 6 才 0, 将 两 端 
取 平 方 ,得 
13=a +36 -2ab 43. 
再 用 1w3 在 Q 上 的 线性 无 关 性 可 推出 
a +36°=0, a'/b’= -3, a,bEQ, 

矛盾 . 故 Q(3) 了 QW3)=Q(1 +Y3). 

还 可 以 证 明 /7&Q(Y5). 若 有 a,5EQ 使 

YI=atb/5, a,bEQ, b#0, 
则 有 /7 一 bY5= 4a, 两 端 平方 ,得 
T+56* -5=2b V35. 
而 上 不 等 于 0, 此 事 可 推出 某 有 理 数 之 平方 为 35, 牙 盾 . 所 以 ， 
QWT)FQW5). 

3. 若 开 为 下 的 有 限 扩张 , 取 ai 皇居， 入 下 , 则 Fla) 是 K 
的 子 域 ,F(a,) 是 下 的 有 限 扩张 , 且 开 是 F(ai) 的 有 限 扩张 ;再 取 
AEK, ar F(at). 看 Flai, as)= F(al)(as),K 又 是 
FE(aiyaz) 的 有 限 扩张 ……. 由 于 [K:E] 有 限 , 此 事 必然 有 限 步 终 
止 ,得 天 = Fitaaz an) .每 个 有 限 扩张 都 是 代数 扩张 ,ai， 
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ca yan 当 热 是 下 上 代数 元 - 

反之 ,车 a1,4s,…,a, 都 是 下 上 的 代数 元 且 K = F(ai, az， 
a4) ,那么 a 当然 是 F(a ，,…,a,-1) 上 的 代数 元 ,从 而 

[F(arsar, sa i) (a ) :F(al,,aa-1)] 

有 限 . 同 理 , a 是 F(al,… ,4,-2) 上 的 代数 元 F(a1,…,a4-1) 是 
F(al，…,Q-2) 的 有 限 扩张 …… .F(ai,4z) 是 F(a1) 上 有 限 扩 
张 ,F(a ) 是 下 上 有 限 扩张 ,从 而 

[Flaysa sad): FP]=EF(ar, ,a 1) (a ) :al 
oa XxX[F(a a) :F(a)]x [F(a):F] 
有 限 、 

4. zr —6r+6. 

5. 由 于 a?E F(a), 故 F(a?) 导 F(a). 设 4 在 F 上 的 极 小 多 
项 式 的 次 数 为 2m +1, 那么 

2m+1=[F(a): Fl=[F(a):F(a ) FC):F]. 

因为 a 在 F(a?) 上 满足 多 项 式 x? - a7, 如果 < 所 FUa) ,那么 a 
在 F(a*) 上 的 极 小 多 项 式 必 为 2 次 ,也 就 是 [F(a):F(a?)]=2， 
进而 导出 2] (2m +1), 矛 盾 ,所 以 a€E F(a?). 

6* . 因为 a 尾 域 F(S) 的 代数 元 ,a 必 满 足 一 FC(S) 上 之 多 项 
式 

fr)=ar ttartao, aEF(S). 
由 于 F(5) 是 下 上 添加 S 生成 的 域 , 它 的 元 素 5 均 可 写成 
Rs jg 形式 ,其 中 
h(xis sn), (0z) 

均 为 下 上 的 多 项 式 ,而 s,,…, sw 可 能 随 & 不 同 而 变化 ,所 以 ,可 
设 > 


Gn = hs Sin ss Som fg (Stas Sn )» 
二 Rs 
Qo= holsios, sno) go so, sm0). 
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这 里 本 来 对 每 个 a; 不 一 定 恰好 都 是 个 文字 多 项 式 六 (zi， 
和 g,(z1，… ,zm ) 来 表示 之 ,但 多 加 几 个 文字 不 影响 表示 ， 
例如 

fri)= ri + 
也 可 写成 
frirz2) = x? + ti, 

这 样 写 起 来 就 整齐 了 ， 

现在 , 令 

T=1s, |i=1,2, ,m3 j=0,.,n). 

则 工 是 S 的 m(n+1) 元 于 集 , 且 f(z) 是 F(T) 上 的 多 项 式 ,a 满 
是 F(T) 上 多 项 式 f(x),a 必 为 F(T) 上 的 代数 元 . 

全. 在 域 QW3,i) 上 

Arz)=(z-1+Y3)(z-1-Y3)(z+iD(z-iD， 

即 f(z) 已 分 解 成 QtY3,i) 上 一 次 多 项 式 之 积 . 

如 还 有 域 K ,使 QSKCQW3,i), 且 

Fz)=(z-a)(r~ bx-c)(r-d), a,b,c,dEK, 
那么 ,K 和 QG3 ,iD 者 是 复数 域 C 的 子 域 ,在 C 上 看 ,f(x) 有 两 种 
分 解 

{xz—l1+3)(z-1-Y3)(zr+t) (zr -i) 
=(x-a)(r-b)(r-c)(r-d), 
由 子 C 是 唯一 分 解 整 数 ,a ,6,c,q 只 能 是 
1-Y3,1+Y3,i, -i. 
既然 1~Y3 和 1+V3 都 是 KK 中 , 必 有 /3EK. 同 理 iEK, QW3,DSK. 
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附录 1 本 书 中 的 公理 


(1) ”有 乘法 运算 :， 
(2) 结合 律 ， 

(3) 有 重 等 元 1， 
《4) 每 个 元 均 有 逆 ， 
(5) 交换 律 

(6) 非 空 ， 

(7) 至 少 含 两 个 元 ， 
(8) 有限 个 元 素 ， 
(9) 分 配 律 ， 

(10) 无 非 零 零 因 子 ， 
代数 系统 

乘法 群 

交换 群 

有 限 群 


环 
交换 环 


有 1 环 


(1)” 有 加 法 运算 + ， 
(2)” 结合 律 ， 

(3》 有 恒 等 元 0( 零 元 )， 
(4)” 每 个 元 均 有 负 元 ， 
{5)” 交换 律 


满足 公理 
《6) ,(1),(2) ,(3),(4)》 
《6) ,(1) (2) 03) 04) ,(5) 
(8) ,(1),(2),(3),(4) 
《6),(1) 一 (5) (1) 2) (9) 
(6),(1) ~(5),(1),C2),(9), 
(5) 
(6), (1) 一 (5) (1) (2), (3)， 
(9) 
(6),(1) 一 (15) (1),(2),(10) 
《6) ,(1) 一 (5) ,(1),C2),03), 
《9),(5),(10) 
(7),(1) 一 (5) ,(1),C2) ,(3), 
(9) , 非 零 元 满足 (4) 
(7),(1) ~(5),(1),C2),(3), 
《5),(9), 非 零 元 满足 (4) 
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附录 2 各 节 之 间 的 关系 


(1) 加 图 分 3 级 , 越 大 的 越 重要 ; 选 括 内 容 没 列 人 . 
(2) 箭头 流向 反映 概念 之 间 的 逻辑 关系 ,不 完全 依照 教材 中 出 现 的 顺序 ， 
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附录 3 本 书 中 的 重要 定理 


拉 格 朗 日 定理 ,第 二 章 $5,p. 115 

设 G 是 个 有 限 群 .那么 G 的 任意 子 群 太 的 阶 数 一 定 整除 局 
的 阶 数 . 

凯 莱 定理 ,第 三 章 $2,p. 148 . 

每 个 群 G 都 同 构 于 其 上 所 有 可 逆 变 换 作 成 的 群 1(G) 的 一 个 
子 群 . 

第 三 章 84 定理 3,p.174 

设 N 是 群 (G,。) 的 - -个 不 变 子 群 ,GAN 代表 G 对 NN 的 所 有 
陪 集 构成 的 集合 .规定 ,任意 aN, bpN € GAN ,对 应 GIN 的 元 素 
(ae6)N, 则 得 到 GAN 的 一 个 运算 , 记 为 # , 即 

aN# EN=(aeb)N. 

进一步 ,(G/N, #) 是 个 群 . 

群 同 态 基本 定理 ,第 三 章 84,p.183 

设 (G,*) 和 (五 , x ) 都 是 群 ,f 是 G 到 厂 的 满 同 态 映 射 ， 
Ker( 了 =K. 那 么 有 映射 p:G/IK->FH, 使 得 

9(aK)= A(e)， 对 每 个 aKE CGIK， 
且 9 是 Gj/K 到 五 的 同 构 上 映射 . 从 而 
GIKAH. 

环 同 态 基本 定理 ,第 四 章 §4,p.261 

设 f 是 环 (R, +,*) 到 环 (S, 提 , 曲 ) 的 满 的 环 同 态 映 射 ， 
Ker( 门 = A. 那么 民 jA 同 构 于 环 (S,#,@). 

第 七 章 §1 定理 1,p. 386 

设 下 是 个 域 ,plz) 是 FF 上 不 可 约 多 项 式 .那么 , 必 有 下 上 的 
一 个 单纯 代数 扩张 域 F(A) 同 构 于 F[zj/(p(z)), 生 plz) 是 4 
在 F 上 的 一 个 极 小 多 项 式 . 
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名 词 索引 


内 直 和 272 
一 画 内 直 积 ( 群 的 ) 193 
1-1 映 上 的 映射 30 | 分 式 域 310 
分 配 律 209 
二 画 分 裂 域 419 
二 元 运算 50 | 分 类 18 
二 元 多 项 式 329 | 反 序 45 
反 序 数 45 
三 画 双 射 30 
子 环 222 | 双 侧 理想 234 
子 域 334 | 双边 理想 234 
子 集合 3 中 心 ( 群 的 ) 79 
子 集 族 6 | 中 性 元 59 
子 集 生成 的 子 群 80 
子 集 生成 的 理想 236 五 画 
子 群 75 | 平凡 子 群 86 
么 元 59 | 平凡 因子 343 
平凡 理想 247 
四 画 左 单位 元 69 
元 素 1 左 逆 元 69 
元 紊 的 阶 数 110 | 左 消 去 律 68 
无 零 因 子 环 217 | 左 陪 集 113 
不 可 约 元 343 左 理想 240 
不 交 的 循环 90 右 理 想 240 
不 变 子 集 151 | 右 关系 112 
不 变 于 群 152 | 可 道 映射 35 
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可 道 变换 144 | 多 项 式 的 和 314 


主 理想 236 | 多 项 式 的 乘积 314 
主 理想 整 环 356 | 多 项 式 的 根 318 
公 因 子 . 350 | 多 项 式 的 首 系 数 320 
代数 元 384 | 自 同 态 一 270 
代数 扩张 412 白 同 构 270 
代数 扩张 域 412 | 自然 同 态 182 
代数 封闭 的 418 同 态 映 射 ( 群 的 ) 160 
代数 封闭 域 418 同 态 映 射 ( 环 的 ) 252 
正规 子 群 152 | 隔 态 像 168,257 
四 元 数 环 283 | 局 态 核 164,257 
四 元 数 除 环 283 同 构 映射 ( 群 的 ) 130 
四 元 数 群 87 同 构 映射 ( 环 的 ) 252 
对 称 群 87 | 关系 12 
外 直 积 122 | 原 像 38 
互 素 350 | 扩张 次 数 402 
阶 数 110 
六 画 
有 1 环 217 七 画 
有 单位 元 环 217 | 体 282 
有 限 扩张 402 | 克 莱 因 四 元 群 £43 
有 限 域 416 | 克 莱 因 四 元 数 群 87 
交集 4,6 | 投影 28 
交代 群 88 | 阿 贝 尔 群 72 
交换 群 72 | 完全 集 20 
交换 律 58 | 系数 312 
并 集 4,6 | 运算 50 
多 项 式 312 | 运算 表 51 


便 等 映射 28 
八 前 指标 集 6 

单位 221 | 相伴 343 
单位 元 59 | 嗓 约 元 343 
单身 ~ 30 | 结合 环 208 
单 的 (映射 》 30 | 结合 律 55 
单 同 态 270 | 素 元 349 
单 环 247 | 率 理 想 297 
单纯 环 247 率 域 335 
单 群 159 | 哈密 尔 顿 四 元 数 环 283 
单纯 扩张 382 | 除 环 282 
单纯 扩张 域 382 | 除 体 282 
奇 置换 47 | 复合 (映射 ) 31 
环 208 
极 小 多 项 式 385 十 画 
极 大 理想 294 | 真子 集 3 
空 集 3 | 乘积 ( 群 的 子 集 ) 113 
周期 110 | 根 318 
线性 无 关 396 | 特征 数 288 
线性 相关 395 | 换 位 子 铬 159 
线性 组 合 398 | 高 斯 环 361 
定义 域 39 | 消去 律 68 
拉 格 朗 日 定理 115 | 陪 集 113 ,173 
欧 氏 环 360 | 唯一 分 解 整 环 345 

值 域 39 

丸 画 | 

映射 26 十 一 画 
逆 元 豪 65 | 偶 置 换 47 
逆 喘 射 37 | 三 282 


488 


商 环 243 | 循环 89 
商 集 21 | 循环 群 100 
商 群 175 馈 越 元 385 
理想 234 | 宕 集 4 
理想 子 环 234 剩余 环 243 
基底 398 

添加 382 十 三 画 .. 

笛 上 尔 积 10 | 零 因子 217 
斜 域 282 | 群 64 
常数 项 312 | 置换 43 

十 二 画 士 四 画 以 上 

集合 1 | 整除 342 
最 小 子 域 338 | 整 区 217 
最 大 公 因 子 350 | 整 环 217 
等 价 关系 17 | 整数 模 ”关系 23 
等 价 类 18 | 满 射 30 
等 价 类 表示 的 完全 集 20 满 的 {映射 ) 30 
像 30,38 ， 满 同 态 ( 环 的 ) 270 
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商 环 243 | 循环 89 
商 集 21 | 循环 群 100 
商 群 175 馈 越 元 385 
理想 234 | 宕 集 4 
理想 子 环 234 剩余 环 243 
基底 398 

添加 382 十 三 画 .. 

笛 上 尔 积 10 | 零 因子 217 
斜 域 282 | 群 64 
常数 项 312 | 置换 43 

十 二 画 士 四 画 以 上 

集合 1 | 整除 342 
最 小 子 域 338 | 整 区 217 
最 大 公 因 子 350 | 整 环 217 
等 价 关系 17 | 整数 模 ”关系 23 
等 价 类 18 | 满 射 30 
等 价 类 表示 的 完全 集 20 满 的 {映射 ) 30 
像 30,38 ， 满 同 态 ( 环 的 ) 270 
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商 环 243 | 循环 89 
商 集 21 | 循环 群 100 
商 群 175 馈 越 元 385 
理想 234 | 宕 集 4 
理想 子 环 234 剩余 环 243 
基底 398 

添加 382 二 

篇 下 尔 积 10 | 零 因子 217 
斜 域 282 | 群 64 
常数 项 312 | 置换 43 

十 二 画 士 四 画 以 上 

集合 1 | 整除 342 
最 小 子 域 338 | 整 区 2 
最 大 公 因 子 350 | 整 环 217 
等 价 关系 17 | 整数 模 ”关系 23 
等 价 类 18 | 满 射 30 
等 价 类 表示 的 完全 集 20 满 的 {映射 ) 30 
像 30,38 ， 满 同 态 ( 环 的 ) 270 
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